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TD n°2
MOUVEMENT BROWNIEN, MARTINGALES ET THEOREME D’ARRET

1 Martingales

Exercice 1 : Martingale de Doob

Soit X une variable aléatoire intégrable et soit (F3)¢>o une filtration. On définit le processus sto-
chastique (Y;);>0 par Y; = E[X|F;]. Montrez que (Y;):>0 est une martingale par rapport & (F;)>0.
On l'appelle martingale de Doob de X.

Exercice 2 : Martingales du mouvement Brownien.

Soit B un mouvement Brownien issu de 0 et soit (F)icr, la filtration naturelle associée a B.

Montrer que les processus suivants sont des martingales par rapport & (F;)ier i
L. (Bt)ter, -
2. (B} —t)ier, -
3. (e)‘B’f_>‘2t/2)t615{+ avec A € R .

Remarque : Le deuxiéme point revient a dire que le mouvement Brownien a pour variation quadratique
(B;) = t. Le Théoréme de caractérisation de Lévy affirme que la seule martingale continue de variation

quadratique ¢ est le mouvement brownien.
Exercice 3 : Somme de deux mouvements Browniens indépendants.

Soient B! et B? deux mouvements Browniens indépendants et soit p €]0, 1[ une constante.
1. Montrez que (pB} 4+ \/1 — p?B})icr, est aussi un mouvement Brownien.

2. En déduire que B'B? est une martingale.

. . Bl+B2\2
Indication : Que peut-on dire du processus < t\/ﬁ t ) —t ?




2 Théoréme d’arrét

Exercice 4 : La ruine du joueur (version continue).

Soit B un mouvement brownien et (a,b) € R? tels que a < 0 < b. On définit :
7 =inf{t € Ry|B; = a ou B, = b}.

1. Justifier que 7 est un temps d’arrét.

2. En appliquant le théoréme d’arrét, montrer que
(a) P(Br=a) =32
(b) E(7) = [ab|

Exercice 5 : Des inégalités de Doob.

1. En utilisant le théoréme d’arrét pour les sous-martingales, montrez que si (M;);cr, est une

sous-martingale par rapport a une filtration (F;);er, et si (M;)icr, est continue et positive,

alors pour tout A > 0 et tout t € R on a :

IE [My]
S

P [ sup Mg > )\} <
0<s<t

2. En déduire que si (IV¢)ier, une martingale continue par rapport a (F¢)ier, alors pour tout

A>0ettoutt € Ry ona:

E [N?]
P | sup |[N| > A| < —5—.
0<s<t A

Comparer ce résultat avec 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.



