
Universit�e Claude Bernard Lyon 1.Master 2, th�eorie des mod�eles des groupes, 2006-2007.ExamenJeudi 4 janvier, de 08h30 �a 11h30Les notes du ours sont autoris�ees.Exerie 1 Soit G un groupe de rang de Morley �ni. Supposons que G a un sous-groupe d�e�nissable in�ni et de type �ni. Montrer que G a un sous-groupe H v�eri�antles propri�et�es suivantes :(1) H est d�e�nissable et onnexe,(2) H est normal et de type �ni,(3) tout sous-groupe de G d�e�nissable onnexe et de type �ni est ontenu dans H.[Indiation : utiliser le th�eor�eme des ind�eomposables. On admet le fait suivant :un sous-groupe d'indie �ni dans un groupe de type �ni est de type �ni. ℄Exerie 2 Rappelons qu'une formule �(�x) est dite universelle si elle est de la forme8�y'(�x; �y);o�u '(�x; �y) est une formule sans quanteurs. Si G et H sont deux groupes qui satisfontles mêmes �enon�es universels, on �erit G �8 H. Monter que si A;B;C;D sont desgroupes tels que A �8 C et B �8 D alors A� B �8 C �D.Exerie 3 Soit L un langage ontenant au moins un symbole de onstante . SoientT une th�eorie (onsistante) de L et �(�x) une formule de L. On onsid�ere les propri�et�essuivantes :(i) Il existe une formule sans quanteurs '(�x) telle que T ` 8�x(�(�x), '(�x)).(ii) Si M et N sont deux mod�eles de T , K est une L-struture telle que K � M,K � N alors pour tout �a 2 K, M j= �(�a),N j= �(�a).1. Montrer que (i)) (ii).2. Supposons que T [ f9�x�(�x)g et T [ f9�x:�(�x)g sont onsistantes. Soit�(�x) = f (�x)j (�x) est sans quanteurs, T ` 8�x(�(�x))  (�x))gSupposons que (ii) est satisfaite. Montrer que T [ �( �d) ` �( �d) o�u �d est une suitede nouveaux symboles de onstantes.3. Montrer que (ii)) (i).Exerie 4 On d�esigne par T la th�eorie des groupes ab�eliens divisibles sans torsiondans le langage L = f+;�; 0g.1. Soient G et H deux mod�eles de T tels que G � H et �(�x; y) une formule sansquanteurs. Montrer que pour tout �a 2 G, si H j= 9y�(�a; y) alors G j= 9y�(�a; y).2. On admet la propri�et�e suivante : si A est un groupe ab�elien sans torsion, alorsil existe un groupe ab�elien divisible sans torsion et un plongement f : A! H tels que1



pour tout groupe ab�elien divisible sans torsionH 0 et pour tout plongement f 0 : A! H 0il existe un plongement g : H ! H 0 tel que g Æ f = f 0.Montrer que pour toute formule existentielle  (�x), il existe une formule '(�x) sansquanteurs telle que T ` 8�x( (�x) , '(�x)) [Indiation : utiliser la question 1 etl'exeries 3℄.3. Montrer que T a l'�elimination des quanteurs.
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