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Les notes du cours sont autorisées. Les exercices sont indépendants.

Exercice 1 On travaille dans le langage usuel des groupes L,, = {.,” ', 1}.
I. Soit ¢(z) une formule du langage £,,.

1. Montrer que pour tout énoncé 1, il existe un énoncé v, tel que pour tout groupe
G, si ¢(x) définie un sous-groupe H dans G, alors

HEy&GEY.

2. Montrer que pour tout énoncé 1), il existe un énoncé 1, tel que pour tout groupe
G, si ¢(x) définie un sous-groupe H normal dans G, alors

G/HEY < G EY.

3. Soit G (resp. G') un groupe et supposons que ¢(x) définie un sous-groupe normal
H (resp. H') dans G (resp. G'). Déduire que si G = G" alors G/H = G'/H'.
4. Montrer que si G est un groupe de type fini et G = Z", alors G = Z".

I1. Un groupe G est dit pseudofini s’il vérifie la propriété suivante : si ¢ est un énoncé
de L,, qui est vrai dans tous les groupes finis, alors G = 1.

5. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes pour tout groupe G :

(a) G est un groupe pseudofini,
(b) pour tout énoncé 1), si G = 1), alors il existe un groupe fini K tel que K = 1,

(¢) il existe un ensemble I et un ultrafiltre U sur I et une famille (G;);cr de groupes
finis tels que G = [[,.,; G:/U.

6. Montrer que si GG est un groupe pseudofini et H est un sous-groupe définissable
(sans parametres) de G, alors H est pseudofini. Montrer que si H est normal alors
G/H est aussi pseudofini [Indication : utiliser les questions 1 et 2].

7. Montrer que si G est un groupe pseudofini et f : G — G est une application
définissable injective (resp. surjective) alors f est surjective (resp. injective).

Exercice 2 Soit £ un langage. Un énoncé ¢ est un énoncé Vi, s’il équivalent a un
énoncé de la forme VZ3yge (T, y), on ¢o(Z,y) est un énoncé sans quanteurs. D’une
maniere analogue, on définit les énoncés V.

1. Montrer que si ¢ et ¢5 sont deux énoncés V3, alors ¢; V ¢, est aussi un énoncé
V4.

Une théorie T est dite avoir une V3-axiomatisation, s’il existe une théorie 1" con-
stituée d’énoncés V3 telle que

pour tout modele M, M =T & M =T

Dans la suite on fixe une théorie T consistante de L.



2. Montrer que si T a une V3-axiomatisation, alors pour toute chaine (M;);c; de
modeles de T', | J,.; M; est aussi modele de T'.

Dans la suite nous supposons que si (M;);e; est une chaine de modeles de T,
U,er M est aussi modele de T'. Soit

['={¢ | ¢ est un énoncé V3 et T + ¢}.

Soit M un modele de T'.

3. Montrer que pour tout énoncé IV, ¢ , si M = 1, alors il existe un modele A/
de T tel que N |= 4.

4. Montrer qu’il existe un modele A/ de T tel que pour tout énoncé IV, ¢, si M | ¢
alors N = 9.

5. Montrer qu’il existe un modele N; tel que M C N; et N7 = N, ou N est
un modele vérifiant les conclusions de la quesstion 4 et tel que pour toute formule
universelle & parametres dans M qui est vraie dans M est vraie dans Nj.

6. Montrer qu’il existe un modele M; tel que N7 C M; et M < M, ou N, est
un modele vérifiant les conclusions de la question 5.

7. Montrer qu’il existe deux chaines de modeles (M;);en, (N;)ien vérifiant les
conditions suivantes

(a) M = My, M; < M;,; pour tout i € N,

(b) N; ET, N; = N,y pour tout i € N,

(¢) M; € Niy1 € My pour tout i € N.

8. Soit M* = [J;en Mi = U;enNi- Montrer que M* = T et en déduire que
M ET. Conclure que T est V3-axiomatisable.



