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Master 2, théorie des modeles des groupes.

Feuille d’exercices 2

Exercice 1 Montrer que QQ se plonge dans toute ulrapuissance nonprincipal de Z.

Exercice 2 Montrer qu'un modele de type fini définissable dans un modele w-saturé
est fini.

Exercice 3 Soit £ un langage et soit 7" une théorie de £. Un modele M de T est

dit ezistentiellement clos, en abrégé e.c., si pour tout N' =T, M C N, et pour toute

formule ¢(Z, 7) sans quanteurs, si N = 32¢(Z, a), ou a € M, alors M = 3Té(Z, a).
Nous supposons dans la suite que 7" a une axiomatisation V3.

1. Montrer que pour tout M = T, il existe M C N E T tel que pour toute
formule ¢(z,y) sans quanteurs, s’il existe N C N’ = 3z¢(z,a), ona € M et N' =T,
alors N |= 37¢(Z, a) [Indication : construire une chaine de modeles et utiliser le fait
que T est conservée par union de chaine].

2. Montrer que pour tout M | T, il existe M C N = T qui est e.c. [Indication :
en utilisant la question 1, construire une chaine de modeles et utiliser le fait que 71" est
conservée par union de chaine].

3. Soit M un modele e.c. de T'. Montrer que pour toute formule sans quanteurs
é(Z,y) et pour tout a € M, si M = Vi¢(z,a), alors il existe une formule sans
quanteurs ¥ (z, g) telle que M |= 3z¢(z,a) et T = Vy(3zY(z,y) = Vio(z,7)).

Soit Ty = {}|¢ est un énoncé universel et T F ¢}.

4. Montrer que si M est un modele e.c. de T alors M est un modele e.c. de Ty.

5. Montrer que si M est un modele de Ty alors il existe un modele N =T tel que
MCN.

6. Montrer que si M est un modele e.c. de Ty alors M est un modele e.c. de T'.

On travaille dans la suite dans le langage des groupes L, et on considere la théorie
des groupes notée Ty,. Un modele e.c. de T, sera dit tout simplement un groupe e.c.

7. Montrer qu'un groupe e.c. est divisible (on admet le fait que tout groupe se
plonge dans un groupe divisible).

8. Montrer qu’un groupe e.c. est simple (on admet le fait que tout groupe se plonge
dans un groupe simple).



