
Universit�e Claude Bernard Lyon 1.Master Reherhe. Th�eorie des mod�eles des groupes (2006-2007).Contrôle ContinuMardi 21 novembre 2006, de 9h �a 12hLes notes du ours sont autoris�ees. Les exeries sont ind�ependants.Exerie 1 On travaille dans le langage usuel des groupes Lgp = f:;�1 ; 1g.I. Soit �(x) une formule du langage Lgp.1. Montrer que pour tout �enon�e  , il existe un �enon�e  , tel que pour tout groupeG, si �(x) d�e�nie un sous-groupe H dans G, alorsH j=  , G j=  :2. Montrer que pour tout �enon�e  , il existe un �enon�e  , tel que pour tout groupeG, si �(x) d�e�nie un sous-groupe H normal dans G, alorsG=H j=  , G j=  :3. Soit G (resp. G0) un groupe et supposons que �(x) d�e�nie un sous-groupe normalH (resp. H 0) dans G (resp. G0). D�eduire que si G � G0 alors G=H � G0=H 0.4. Montrer que si G est un groupe de type �ni et G � Zn, alors G �= Zn.II. Un groupe G est dit pseudo�ni s'il v�eri�e la propri�et�e suivante : si  est un �enon�ede Lgp qui est vrai dans tous les groupes �nis, alors G j=  .5. Montrer que les propri�et�es suivantes sont �equivalentes pour tout groupe G :(a) G est un groupe pseudo�ni,(b) pour tout �enon�e  , si G j=  , alors il existe un groupe �ni K tel que K j=  ,() il existe un ensemble I et un ultra�ltre U sur I et une famille (Gi)i2I de groupes�nis tels que G � Qi2I Gi=U .6. Montrer que si G est un groupe pseudo�ni et H est un sous-groupe d�e�nissable(sans param�etres) de G, alors H est pseudo�ni. Montrer que si H est normal alorsG=H est aussi pseudo�ni [Indiation : utiliser les questions 1 et 2℄.7. Montrer que si G est un groupe pseudo�ni et f : G ! G est une appliationd�e�nissable injetive (resp. surjetive) alors f est surjetive (resp. injetive).Exerie 2 Soit L un langage. Un �enon�e � est un �enon�e 89, s'il �equivalent �a un�enon�e de la forme 8�x9�y�0(�x; �y); o�u �0(�x; �y) est un �enon�e sans quanteurs. D'unemani�ere analogue, on d�e�nit les �enon�es 98.1. Montrer que si �1 et �2 sont deux �enon�es 89, alors �1 _ �2 est aussi un �enon�e89.Une th�eorie T est dite avoir une 89-axiomatisation, s'il existe une th�eorie T 0 on-stitu�ee d'�enon�es 89 telle quepour tout mod�ele M; M j= T ,M j= T 0:Dans la suite on �xe une th�eorie T onsistante de L.1



2. Montrer que si T a une 89-axiomatisation, alors pour toute hâ�ne (Mi)i2I demod�eles de T , Si2IMi est aussi mod�ele de T .Dans la suite nous supposons que si (Mi)i2I est une hâ�ne de mod�eles de T ,Si2IMi est aussi mod�ele de T . Soit� = f� j � est un �enon�e 89 et T ` �g:Soit M un mod�ele de �.3. Montrer que pour tout �enon�e 98,  , si M j=  , alors il existe un mod�ele Nde T tel que N j=  .4. Montrer qu'il existe un mod�eleN de T tel que pour tout �enon�e 98,  , siM j=  alors N j=  .5. Montrer qu'il existe un mod�ele N1 tel que M � N1 et N1 � N , o�u N estun mod�ele v�eri�ant les onlusions de la quesstion 4 et tel que pour toute formuleuniverselle �a param�etres dans M qui est vraie dans M est vraie dans N1.6. Montrer qu'il existe un mod�ele M1 tel que N1 � M1 et M � M1, o�u N1 estun mod�ele v�eri�ant les onlusions de la question 5.7. Montrer qu'il existe deux hâ�nes de mod�eles (Mi)i2N , (Ni)i2N v�eri�ant lesonditions suivantes(a) M =M0, Mi �Mi+1 pour tout i 2 N ,(b) Ni j= T; Ni � Ni+1 pour tout i 2 N ,() Mi � Ni+1 �Mi+1 pour tout i 2 N .8. Soit M� = Si2NMi = Si2N Ni. Montrer que M� j= T et en d�eduire queM j= T . Conlure que T est 89-axiomatisable.
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