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Exercice 1 La preuve est par induction sur les formules. La propriété est évidente
pour les formules sans quanteur.
Soient ¢1(Z) et ¢o(y) deux formules telles que

le(j) And QIZI U ann¢1(2’ j)? ¢2(§) A Qlltl toe letm@%(t_a g)a

ou 17 et ¥y sont sans quanteur. Quitte a renommer les variables, on peut supposer
rNz=0,ygnt=0, zut)N(zUy) = 0.

o (Négation) =¢ (%) & Q121+ Qnzn—1(Z,7), o1V = Jet I=V.

o (Conjonction) On va utiliser la propriété suivante qui est facile a démontrer : si
o(z) et 1(Z) sont deux formules telles que x n’apparait pas dans z, alors

Vag(x) Ap(2) & Ve(o(r) AY(z)), Frd(x) Ap(2) & Fu(o(z) AY(z)).

Comme (ZUt) N (ZUgy) = 0 et en appliquant la propriété ci-dessus, la formule
Q121 Quzp1(Z,T) NQYty -+ - Q) tmiba(t, 7) est équivalente & la formule
1 m

Q121 QnznQity - Qr ot (V1(Z2,Z) A a2, 7)),

qui est une formule prénexe.
o (Quantification existentielle) évidente.

Exercice 2 Soient M et N deux L-structures dénombrables et soit K un va-et-vient
entre M et N. Ecrivons M = (a,)nen;s N = (bn)nen. Montrons, par récurrence sur n,
qu’il existe une suite (f,)nen de K telle que

(1) Dom(fn) gDom(fn+1)a
(2) a, €Dom(f,), b, €lm(f,).

Pour n = 0. Soit o € K. Par la propriété du va, il existe o7 € K prolongeant o tel
que ap €Dom(cy). Par la propriété du vient, il existe oo € K prolongeant oy tel que
by €lm(oy). En posant fo = 09, les propriétés (1) et (2) sont vérifiées.

Pour n + 1. Par la propriété du va, il existe o; € K prolongeant f, tel que
anr1 €Dom(op). Par la propriété du vient, il existe oo € K prolongeant oy tel que
bn+1 €Ilm(oy). En posant f, 11 = 092, on obtient les propriétés (1) et (2). Ceci acheve
la preuve de la construction de la suite (fy,)nen-

Soit f : M — N, définit par f(a,) = f.(a,) et montrons que f est un isomorphisme.
Par (1) et (2), f est bien définie et elle est surjective. Par la Proposition 1 du cours,
pour tout n € N, pour toute formule ¢(zq, -+ ,z,) on a

M E dlag, -, a,) ssi N = o(f(ag), -, flan)).

Par conséquent :



© pour tout symbole de constante ¢ dans L,
MEc=a,ssiN Ec= f(a,),

et ce qui prouve f(cM) =V,
¢ pour tout symbole de fonction m-aire h,

M (a5 a,) = aj ssi N h(f(aq,), -, flai,) = fag),

ce qui prouve que pour tout a € M™, f(h™M(a)) = WV (f(a)),
¢ De méme pour les symboles de relations.
Donc f est bien un isomorphisme.

Exercice 3 Soit £ = {E} ou E est un symbole de relation binaire.

(1) Uune axiomatisation 7' de la théorie de la relation d’équivalence ayant une
infinité de classes et dont toute classe est infinie peut étre la suivante :

o F est une relation d’équivalence :

Ve(xEx), VaVy(zEy = yEx), YaVyVz((xEy ANyEz) = zEz),
o toute classe est infinie : la suite d’énoncés suivants

Vadyo---Tya( N\ wi#wiA \ wEw), neN,

0<i,j<n,i#j 0<i<n

¢ une infinité de classes : la suite d’énoncés suivants

Fyo - - - Fyn( /\ -y Ey;), neN

0<i,j<n,izj

(2) Montrons que 7" a un unique modele dénombrable (& isomorphisme pres). Soient
M et N deux modeles dénombrables de T'. Soit (I;);en (resp. (J;)ien) la liste des classes
d’équivalences de M (resp. N). Comme chaque I; est infini et M est dénombrable, I;
est dénombrable; de méme pour J;. On peut choisir donc une bijection f; : I; — J;.

Soit f : M — N l'application définie par f(z) = fi(z) si « € I;. Alors f est bien
définie et elle est surjective. Il n’est pas tres difficile de vérifier que

M aBy ssiN | f(x)Ef(y).

Par conséquent f est un isomorphisme.

(3) Montrons que T est complete. Remarquons d’abord que T n’a que des modeles
infinis. Soient M et N deux modeles de T. D’apres le théoréme de Loiwenheim-
Skolem descendant, M (resp. N') a une sous-structure élémentaire dénombrable M’
(resp. N'). Comme M' =T, N' =T, on a M = N'. Par conséquent M' = N’ et
comme N = N', M = M’, on obtient M = N.

Exercice 4 On travaille dans le langage £, = {-,7',1}. Soit G un groupe infini
simple. D’apres le théoreme de Loiwenheim-Skolem descendant, G a une sous-structure
élémentaire dénombrable H. Il est claire que H est un sous-groupe de G. Il suffit de
montrer que H est simple, et pour cela il suffit de montrer que la cloture normale de
tout élément non trivial a € H est H tout entier.

Soit a € H non trivial et soit b € H. Comme G est simple, b est dans la cloture
normale (dans G) de a. Donc

(1) GE Iy Jyub=yia”y; " ypay, '), oueg =+l
1 n

Comme H est une sous-structure élémentaire de G, H vérifie la formule qui apparait
dans (1) et donc b est bien dans la cléture normale (dans H) de a.
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Exercice 5 Soient X C Y deux ensembles infinis et soit Fx (resp. Fy) le groupe
libre de base X (resp. Y'). On considére Fx comme une sous-structure de Fy dans le
langage des groupes £, = {-,7,1}.

Montrons que Fx < Fy. Pour cela, on montre par induction sur les formules que
pour tout sous-ensemble infini X C Y, pour tout a € Fx, pour toute formule ¢(z),

(1) Fx = ¢(a) < Fy = ¢(a).

La propriété (1) est évidement vraie si ¢(z) est une formule sans quanteur car Fx
est une sous-strcuture de Fy; elle reste aussi vraie par passage a la négation et aux
conjonctions. Il reste a vérifier la quantification existentielle.

o Soit ¢(Z,y) une formule telle que Fx = Jyo(a,y). Alors il existe b € Fx tel que
Fx E ¢(a,b). Par induction Fy = ¢(Z,b) et donc Fy = Jyo(a,y).

o Supposons que Fy = Jyo(a,y) et soit b € Fy tel que Fy = ¢(a,b). Alors il existe
Y1, , Y, dans Y tel que b est dans le sous-groupe engendré par X U {yy, - ,y,} et

Xﬂ{ylv 7yn}:@
De méme il existe une partie finie Xy C X telle que a est dans le sous-groupe

engendré par X, et b dans le sous-groupe engendré par Xo U {y1, -, yn}
Comme X est infini, on peut trouver {z,--- ,z,} C X \ Xj.
Soit

T:X\{QT(), 7xn}U{y1a 7yn}

Comme a,b € Fr, et Fy | ¢(a,b), d’apres 'hypothese d’induction, Fr = ¢(a,b).
Soit f : T — X définie par

flz) =z pour z € X \ {xy, -+, 2}, fly) =

Alors f est une bijection, et d’apres les propriétés des groupes libres, elle se prolonge
en un isomorphisme f : Fr — Fx. Par conséquent

Fr = ¢(a,b) & Fx | ¢(f(a), f(1)).

Or, comme a est dans le sous-groupe engendré par Xo C X \ {z1, -+, 2,}, et f est
I'identité sur X \ {z, - ,z,}, on obtient f(a) = a. Finalement on obtient

Fx |= ¢(a, f (b)),
et donc Fy | Jyo(a,y).

Remarques.

(1) Le probléeme de I’équivalence élémentaire des groupes libres a été posé par Tarski
vers 1945 : si X et Y sont deux ensembles, | X| > 2,|Y| > 2, a-t-on Fx = Fy 7 Donc,
le résultat de l'exercice répond a cette question dans le cas ou X et Y sont ifninis.
Ce résultat a été exposé par Vaught en 1955, lors d’'un meeting a Pittsburgh, mais
a ma connaissance aucune démonstration n’a été publiée. On trouve I’énoncé de son
théoreme dans : R. L. Vaught, On the airthmetical equivalence of free algebras, Bull.
Amer. Math. Soc. 61 (1955), 174-175.

Il restait le probleme de savoir si les groupes libres de rang fini n > 2 sont
élémentairement équivalents. Appelons, pour chaque n > 1, F,, le groupe libre a n
générateurs. Il n’est pas tres difficile de voir que F,, et F,,, pour n,m > 2, satisfont
les mémes énoncés universels, car F}, contient une copie de F,, et vice-versa. En 1966,



Makanin a démontré que F, et F), satisfont les mémes énoncés postifs; ce sont les
énoncés construit par induction sans inclure la négation. Ensuite en 1973 Sacerdote
démontre que F), et F,, satisfont les mémes énoncés a deux alternances de quanteurs.

Plus récemment, la conjecture de Tarski a été résolue par la positive : la premiere
annonce de sa résolution date de 1998 et est due a O. Kharlampovich et A. Myasnikov,
la seconde en 2000, en utilisant des méthodes de la théorie géométriques des groupes,
est due a Z. Sela.

(1) Le résultat de Iexercice est facilement généralisable & toute variété de groupes.
En particulier on obtient pour les groupes libres n-résolubles (n-nilpotents) Rx < Ry
(resp. Nx < Ny), quand X C Y, X et Y sont infinis. L’histoire est toute autre dans
le cas o X et Y sont finis : on sait que pour les deux classes, il n’y pas d’équivalence
élémentaire entre les groupes libres de rang fini différents.

Exercice 6 Soit £ le langage constitué d’'un symbole de relation binaire F et d’un
ensemble infini de symboles de constantes {cg, -+ , ¢, - }.

Soit F' une formule close de £ exprimant que F s’interpréete comme un ordre strict
total dense sans extrémités. Soit, pour chaque n € N, ¢,, la formule E(c,,c,.1). On
considere la théorie :

T ={F}U{¢n;n € N}.

On désigne par A, B et € les trois L-structures dont I’ensemble de base est Q, ou E
s’interprete comme l'ordre strict usuel, et ou la suite de symboles de constantes (¢, )nen
est interprétée respectivement par les suites de rationnels :

a = (an>n€N7 ﬁ - (ﬁn)nGNa Y= (’7n)n€N7

définies par
-1

Qp =N, ﬁn:n—ﬂ

n
y Y = Z%, pour tout n € N.
k=0

(1) On va montrer que deux modeles dénombrables de 7" sont élémentairement
équivalents; la conclusion que T est complete se fait comme dans I'exercice 3 (3), en
utilisant le théoreme de Loiwenheim-Skolem descendant.

Soient M et N deux modeles dénombrables de T'. Soit £’ le langage constitué
seulement du symbole de relation binaire E. On considere la L-structure M’ (resp.
N) obtenue a partir de M (resp. N) en ne gardant que U'interprétation de E; i.e. M’
(resp. N7) est le réduit de M (resp. N) a L. Alors M’, N’ sont deux ordre denses
sans extrémités, et donc M’ = (Q, <) et NV = (Q, <). Un modele dénombrable de T
n’est rien d’autre que (Q, <) avec I'interprétation de la suite (¢;);eny comme étant une
suite strictement croissante.

Soit £, le langage {E} U {c1,---,cn}. Soit M,, (resp. N,,) le réduit de M (resp.
N) au langage L£,. Avec la méme méthode que celle utilisée dans le cours on peut
construire un va-et-vient entre M,, et N, (dont tout élément o vérifie o(cM") = M),
Par conséquent M,, = N/,,.

Toute énoncé de L ne fait intervenir qu’un nombre fini de symboles de constantes
{c1,-++ ,cn}. Donc si M = ¢ alors M,, |= ¢ et donc N, = ¢ et donc N |= ¢ (et vice-
versa). Ceci acheve la preuve que deux modeles dénombrables sont élémentairement
équivalents.

(2) Soit M un modele dénombrable de 7. Alors M peut étre vu comme étant
(Q, <) muni d’une suite infinie a,, strictement croissante avec a,, est l'interprétation de
c,. Trois cas peuvent se présenter.



Cas 1. La suite (a,)nen n’est pas bornée. Dans ce cas M = . Comme les deux
intervalles | — o0, ¢o[ (resp. |cp, cny1]) et ] —00, 0] (resp. |n,n+1[) sont des ordres denses
sans extrémités, il existe un isomorphisme f_ (resp. f,) entre eux. En définissant
f: M — A par

n, pour T = ¢,,

flz) =< f-(x), pourz €]—00,c,

fu(z), pour z €]y, cpi.

on obtient un isomorphisme.

Cas 2. La suite (a,)nen est bornée de limite rationnelle /. Dans ce cas, M = 8.
Comme dans le cas 1, il existe des isomorphismes

-1 -1

n—Han—H[a fe :J¢, +00[—]0, 4-00].

f* :] - 00760[_)] — 00, _1[7 fn :]Cnacn+1[_>]
En définissant f : M — ‘B par

—1 pour x = ¢y,

nt1’

f-(x), pour x €] — 00, col,
f(x) =1 folx), pour z €]c,, crii,

0, pour x =/,

fe(z),  pour z €]¢, +o0].

on obtient un isomorphisme.

Cas 3. La suite (a,)nen est bornée de limite irrationnelle ¢. Dans ce cas, M = €.
Comme dans les cas précédents, il existe des isomorphismes

f* :] — 00, CO[_ﬁ — 00, 1[7 fn :]Cnv Cn+1[_>]7n77n+1[7 f@ :Mu +OO[_>]67 +OO['

En définissant f : M — € par

Trs pour r = ¢,,
f(IL‘) — f,(l'), pOllI'SCE]—OO,CO[,
fu(z), pour z €|ey, cuaal,

fe(x), pour x €]¢,4o0].

on obtient un isomorphisme.

Pour illustrer la méthode de va-et-vient, on peut aussi construire un va-et-vient
entre M et I'une des structures 2A, B, €; I'exercice 2 permet de conclure. Appelons,
pour simplifier, une £-sous-structure simple de M, une L-sous-structure N de M telle
que N\ {a,|n € N} est fini (Remarquons que comme A est une L-sous-structure de
M, Uinterprétation de ¢, est a, et donc a, € N). Pour la cas 1, soit

K(2A) = {o|o est un isomorphisme partiel de M dans 2,

Dom(o) est une L-sous-structure simple de M},

pour le cas 2, soit
K(B) = {o|o est un isomorphisme partiel de M dans 2,

o(f) =0, Dom(c) est une L-sous-structure simple de M},



et pour la cas 3, soit
K(€) = {o|o est un isomorphisme partiel de M dans 2,

x <{l=o(x) <e, Dom(o) est une L-sous-structure simple de M},

Alors (1), K(B) et £(€) ne sont pas vides et ce sont des va-et-vient pour les cas
1, 2 et 3 respectivement.

(3) Pour montrer que 7" est modeéle complete on montre par induction sur les for-
mules, que pour tout formule ¢(z), il existe (z) sans quanteur, telle que

(1) T EY2(6(1) & (7).

La propriété (1) est vraie pour les formules sans quanteur et elle est stable par
négation et par conjonction. Il reste la quantification existentielle.

Soit ¢(z1, -+ , Ty, y) une formule sans quanteur et cherchons une formule sans quan-
teur () telle que

T+ Vz(3yd(z,y) < ¥(2)).
On peut écrire

¢(j7y) = \/ ¢Z(£?y)7
1<i<n
ol ¢; est une conjonction de formules atomiques et de négation de formules atomiques.
Sans perte de généralité, on peut se restreindre au cas ou ¢ est elle méme conjonction
de formules atomiques et de négation de formule atomiques. Donc

o(z,y) = /\ xi<xj/\/\xk<y/\/\y<xl

icl,jeJ keK leL

VAN /\ ry < X N /\ ﬂxk<y/\/\—|y<xl.
icl’ ,jeJ’ keK’ ler’

Mais il est claire que 'existence d’un y qui vérifie la formule ¢(z,y) dépend seule-
ment de 'ordre de la suite 1, - -+, x,. Ceci acheve la preuve de (1).

(4) Comme T est modele complete, pour montrer que tout modele dénombrable
de T" admet une extension élémentaire isomorphe a B et une extension élémentaire
isomorphe a €, il suffit de montrer que € a une sous-structure, modele de T', isomorphe
a B, et que B a une sous-structure, modele de T', isomorphe a 2 et une sous-structure,
modele de T, isomorphe a €.

La sous-structure | — 0o, e[U[3, +00[ de €, est un modele de T qui est isomorphe a
B. La sous-structure | — oo, 0[ de B, est un modele de T" qui est isomorphe a . La
sous-structure | — oo, 0[U]0, +o0o[ de B, est un modele de T' qui est isomorphe a €.



