
Universit�e Claude Bernard Lyon 1.Master 2, th�eorie des mod�eles des groupes, 2006-2007.Corrig�e du PartielExerie 11. On montre par indution sur les formules que pour tout �a 2 H, pour touteformule  (�x), il existe une formule  (�x) telle que H j=  (�a), G j=  (�a):� Si  (�x) est sans quanteurs, on prend la formule  (�x) =  (�x) ^ �(�x).� Si  =  1 ^  2, on prend la formule  (�x) =  1 ^  2. On fait de même pour lesonjontions et la n�egation.� Si  (�x) = 9y 1(�x; y), on prend la formule  (�x) = 9y( 1(�x; y) ^ �(y)).2. Soit � : G ! G=H la surjetion anonique. Par indution sur les formules onmontre que pour tout �a 2 G, pour toute formule  (�x), il existe une formule  (�x) telleque G=H j=  (�(�a)), G j=  (�a):� Si  (�x) est sans quanteurs, on peut l'�erire (�x) = _1�i�n( ^1�j�niwij(�x) = 1 ^ ^1�j�ni vij(�x) 6= 1):AlorsG=H j=  (�(�a)), G v�eri�e _1�i�n( ^1�j�niwij(�a) 2 H ^ ^1�j�ni vij(�a) 62 H);et don on prend la formule  (�x) = W1�i�n(V1�j�ni �(wij(�x)) ^V1�j�ni :�(vij(�x))).� Si  =  1 ^  2, on prend la formule  (�x) =  1 ^  2. On fait de même pour lesonjontions et la n�egation.� Si  (�x) = 9y 1(�x; y), on prend la formule  (�x) = 9y 1(�x; y).3. Soit  un �enon�e tel que G=H j=  . Alors G j=  et omme G � G0, on aG0 j=  et on obtient G0=H 0 j=  .4. Comme G � Zn et Zn est sans-torsion, G est sans-torsion. Comme G est detype �ni G �= Zm pour un ertain m 2 N . Soit H = 2Zn. Alors H est d�e�nissable parla formule �(x) := 9y(x = y + y). Par ons�equent Zn=H � Zm=H 0 o�u H 0 = 2Zm. OrjZn=Hj = 2n, jZm=Hj = 2m et par ons�equent m = n.5.(a) , (b) est �evidente.(b) ) (). Soit X =Th(G). Pour toute partie �nie A � X, il existe un groupe�ni KA tel que KA j= ^ 2A . Soit X l'ensemble des parties �nies de X. Pour haquepartie �nie A � X soitdAe = fY � XjA � Y g. Alors l'ensemble F = fY � Xj9A 2X; dAe � Y g est un �ltre et don ontenu dans un ultra�ltre U . D'apr�es le th�eor�emede Los, l'ultraproduit QA2X KA=U est un mod�ele de Th(G).() ) (b) est une ons�equene du th�eor�eme de Los.6. Supposons que H est d�e�nissable par �(x). Alors pour tout �enon�e  , tel queH j=  , G j=  ^ 8x8y(�(x) ^ �(y)) �(xy�1)):1



Par ons�equent, il existe un groupe �ni K tel queK j=  ^ 8x8y(�(x) ^ �(y)) �(xy�1)):D'o�u �(x) d�e�nie aussi un sous-groupe dans K. Don si H 0 est le sous-grouped�e�nissable par � dans K, alors H 0 j=  .Quand H est normal la d�emonstration est analogue �a la pr�e�edente : on rajoutel'�enon�e qui exprime que H est normal et on utilise la question 2.7. Si f est une appliation d�e�nissable par �(x; y) et injetive alors tout groupe�ni v�eri�e l'�enon�e8x9y�(x; y)^ 8z8z0(�(x; z)^ �(x; z0)) z = z0)^ 8x8x08y(�(x; y)^ �(x0; y)) x = x0)) 8z9x�(x; z);qui exprime que si f est une appliation injetive alors elle est surjetive. L'�enon�ereste don vrai dans G.Quand f est surjetive on pro�ede de la même fa�on.Exerie 21. Si �1 = 8�x9�y'1(�x; �y) et �2 = 8�z9�t'2(�z; �t) sont deux �enon�es 89 alors :�1 ^:�2est �equivalent �a l'�enon�e 9�x9�z8�y8�t:'1(�x; �y) ^ :'2(�z; �t);qui est un �enon�e 98 et dont la n�egation est �equivalent �a �1 _ �2.2. On peut supposer diretement que T est une th�eorie 89. Si � 2 T , alors� := 8�x9�y'(�x; �y) o�u ' est une formule sans quanteurs. Soit �a 2 Si2IMi. Alors ilexiste i tel que �a 2 Mi. Comme Mi j= T et don Mi j=  , il existe �b 2 Mi telque Mi j= '(�a;�b). Comme ' est sans quanteurs on obtient Si2IMi j= '(�a;�b). Donpour tout �a 2 Si2IMi, il existe �b 2 Si2IMi tel que Si2IMi j= '(�a;�b) et donSi2IMi j= �.3. Soit T 0 = T [ f g. Si T 0 n'est pas onsistante alors T ` : ave : est un�enon�e 89 et don : 2 � et M j= : ; ontradition ave M j=  .4. Soit T 0 = T [ f j est un �enon�e 98; M j=  g. D'apr�es la question 1, uneth�eorie �nie de T 0 est de la forme T [ f g o�u  est un �enon�e 98 tel que M j=  .D'apr�es la question 3, T est �niment onsistante et par ompait�e T est onsistante.5. Soit Diag8(M) le "diagramme universel" de M (dans le langage L(M)):Diag8(M) = f�(�a)j�(�x) est universelle; �a 2 M;M j= �(�a)g:Soit T 0 = Th(N )[Diag8(M). Il faut et il suÆt de montrer que T 0 est onsistante.Si T 0 n'est pas �niment onsistante, Th(N ) ` : (�a) o�u  (�a) 2 Diag8(M). Parons�equent Th(N ) ` 8�x: (�x) et 8�x: (�x) est un �enon�e 89. Or M j= 9�x (�x) etd'apr�es la propri�et�e v�eri��ee par N , N j= 9�x (�x) et par ons�equent 9�x (�x) 2 Th(N ).Contradition.6. Soit Diag(N1) le diagramme simple de N1:Diag(N1) = f�(�a)j�(�x) est sans quanteurs; �a 2 N1;N1 j= �(�a)get soit Th(MjM) le diagramme omplet de M (dans le langage L(N1)).2



Soit T 0 = Diag(N1)[ Th(MjM). Il faut et il suÆt de montrer que T 0 est �nimentonsistante. Si T 0 n'est pas �niment onsistante, �(�b) ` : (�a;�b) o�u  (�a;�b) 2 Diag(N1),�(�b) 2 Th(MjM) et �a 2 N nM.Par ons�equent �(�b) ` 8�x: (�x;�b). Don M j= 8�x: (�x;�b) et par ons�equentN1 j= 8�x: (�x;�b). Or N1 j= 9�x (�x;�b). Contradition.7. Par r�eurrene sur n 2 N et en utilisant les questions 4, 5 et 6.8. Comme T est onserv�ee par union de hâ�nes, M� j= T . Comme M �M� onobtient M j= T .Conlusion : tout modelM de � est mod�ele de T . La r�eiproque est vraie. Comme� est une th�eorie 89, on obtient que T a une 89-axiomatisation.
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