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Equations du probl�eme
Equation de di�usion neutronique monogroupe 2D :relation du bilan stationnaire en tout point x 2 
 � R2 d'un r�eacteur dela population de neutrons d'un groupe d'�energie donn�e :8<: �div(D ~grad�) + �� = S sur 
 � R2;

� = 0 sur � = @
D : coe�cient de di�usion (en cm)� : section e�cace d'absorption
� : 
ux neutronique (produit de la densit�e de neutrons parleur vitesse moyenne pour le groupe d'�energie consid�er�e)S : sources de neutrons.



Hypoth�eses sur les coe�cients
I Coe�cients physiques :

D;� 2 L1(
);
D � � > 0� � 0

� presque partout sur 
;
S 2 L2(
):

I Loi de Fick : exprime l'id�ee que les neutrons di�usent des zonesneutroniquement denses vers celles qui le sont moins.
~J = �D ~grad� sur 
:

I ~J : courant de neutrons.
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Formalisme des m�ethodes nodales
Principes des m�ethodes nodales

I D�ecomposer le coeur du r�eacteur en cellules de taillerelativement importante, les noeuds, o�u les 
ux sonttrait�es en terme de moyenne.
I Respect des principes physiques �a la base duprobl�eme par l'obention d'�equations de bilanneutronique moyennes.
I Conservation de certains moments du 
ux et de lacomposante normale du courant au passage desinterfaces.Equations issues des m�ethodes nodales
I Equations discr�etes obtenues par int�egration sur lesmailles des �equations de bilan physique.
I Equations de bilan compl�et�ees par des �equationsobtenues par int�egrations transverses (int�egrationpartielle suivant une direction transverse) reliant lesmoments du 
ux et ceux du courant.



Di��erents types de m�ethodes nodales

M�ethodes nodales polynomiales : le 
ux est approch�e, dans chaquemaille, par un polynôme (m�ethodes �, m�ethodes de typeHennart ...)M�ethodes nodales analytiques : les �equations sont obtenues parint�egrations transverses. Les 
ux transverses sont alorsapproch�es par des solutions analytiques.



M�ethodes nodales et El�ements �nis non conforme
I Egalit�e en moyenne des 
ux et des courants sur les di��erentsinterfaces des noeuds �! certaines m�ethodes nodales s'apparentent�a des �el�ements �nis non conformes.
I D�ecomposition du domaine


 = [
K2
Ko�u les mailles K ont leurs côt�es parall�eles aux axes.

I Cas de la m�ethode nodale polynomiale � de degr�e 4 :d�eveloppement du 
ux suivant un polynôme p 2 Q4;0 [ Q0;4 o�u
Qkl = �x�y� ;� � k ; � � l	



Cas de la m�ethode nodale �4

I Fonctions de base (fi )i=1;4 combinaisons lin�eaires des �el�ements deQ4;0 [ Q0;4, d'int�egrales nulles sur K , f3, f4 s'annulant sur @K .
I D�eveloppement du 
ux selon

�(x ; y) = a0 + 4X
i=1 ai fi (x) +

4X
j=1 bj fj(y)

I Equations de la m�ethode :
I �equation de bilan,
I �equations de bilans pond�er�es,
I �equations de continuit�e des courants



Formulation non conforme �equivalente(1)

I Notation : f = 1Aire(K )
Z
K
fdxdy :

I Probl�eme variationnel8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

Trouver u 2 V tel que ah(u; v) = L(v) 8v 2 V

avec
8>>>>><>>>>>:

ah(u; v) = X
K2


Z
K
(Drurv +�u vdxdy

L(v) = X
K2


Z
K
Svdxdy



Formulation non conforme �equivalente (2)

I Espace d'approximation non conforme
Vh = fvh; vhjK 2 Q4;0 [ Q0;4; vh continue en moyenne sur @K ;vh = 0 sur @
gVh 6� V

I Probl�eme discret non conforme8<: Trouver �h 2 Vh tel que
ah(�h;  h) = R
 S hdxdy8 h 2 Vh



Formulations variationnelles mixte hybride
I Int�erêt des m�ethodes mixtes : fournissent simultan�ement uneapproximation de � et de J, contrairement �a la formulation primale.
I Int�erêt des m�ethodes mixtes hybrides : la matrice issue du syst�ememixte n'est pas d�e�nie positive.Relaxation de la contrainte de continuit�e sur ~J:~n par l'utilisation demultiplicateurs de Lagrange sur les interfaces internes.
I Syst�eme mixte hybride8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver (~J; �; �F ) 2 H(div ;
)� L2(
)� L20(@Th) tel queZ

 ~JD :~qd
+ X

K2Th

�Z
K
�div~q � Z

@K
�F~q:~n� = 0 8~q 2 H(div ;
);

X
K2Th

Z
K
vdiv~Jd
+ Z
�v�d
 = Z
 Svd
 8v 2 L2(
)

X
K2Th

Z
@K
�~J:~n = 0 8� 2 L20(@Th)



M�ethode nodale �4
I Degr�es de libert�e

I Espaces d'approximation polynômiale
Q4;0 [ Q0;4



El�ements �nis mixtes hybrides RTk , k = 0; 1
I Degr�es de libert�e

I Espaces d'approximation polynômiale
I Variable scalaire : Qk;k
I Variable vectorielle : Qk+1;k [ Qk;k+1

I Fonctions de base combinaisons lin�eaires de polynômes de Legendre.Remarque : la m�ethode RT0 est �equivalente �a la m�ethode nodale �2.



El�ements �nis mixtes hybrides BDM1
I Degr�es de libert�e

I Espaces d'approximation polynômiale
I Variable scalaire : P0
I Variable vectorielle :

Sk =
˘
Pk � Pk

¯
�span

 „
Pk+1;0
�(2k + 1)Pk;1

«
;

„
�(2k + 1)P1;k
P0;k+1

« ff
:

avec Pk = fx�y� ;�+ � � kg et Pkl = Pk(x)Pl(y) o�u les Pi sontles polynômes de Legendre.



Convergence dans le cas r�egulier
I Les ordres de convergences des m�ethodes nodales et des �el�ements�nis mixtes hybrides sont obtenus grâce �a leur �equivalence avec des�el�ements �nis non conformes.
I Estimation d'erreur pour les m�ethodes nodales �2 et �4 :

k �� �h kh� O(h):
I Estimation d'erreur pour l' �el�ement �ni mixte hybride RT1 :

k �� �h kh� O(h2):
I Estimation d'erreur pour l' �el�ement �ni mixte hybride BDM1 :

k �� �h kh� O(h):
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Positionnement du probl�eme
I H�et�erog�en�eit�e forte des domaines de calcul :

I Coe�cients neutroniques D et � constants par morceaux
I Cas physique p�enalisant : damier uranium (UO2) et bore (B4C ),absorbant neutronique :

DUO2DB4C � 165:



Probl�eme de transmission

I Probl�eme de di�usion 2D :� �div(D ~grad�) + �� = S sur 
 = 
1 \ 
2;+ conditions aux limites;
I �equivalent au probl�eme de transmission (i = 1; 2) :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

�div(Di ~grad�i ) + �i�i = Si on 
i ;

�i = 0 on @
i \ @
;
�i = �j on (@
i \ @
j) n @
;
Di
@�i
@ni + Dj

@�j
@nj = 0 on (@
i \ @
j) n @
;



R�egularit�e de la solution du probl�eme de transmission

I Cas homog�ene (n = 1)
� 2 H2(
):

I Cas h�et�erog�ene (n > 1), les conditions de transmission d�egradent ledegr�e de r�egularit�e et donc la pr�ecision de la m�ethode dediscr�etisation utilis�ee.Si les coe�cients Di sont discontinus �a travers � = (
1 \ 
2) n @
,la d�eriv�ee normale de � fera intervenir une mesure sur � donc
� 62 H2(
).

� 2W 2;q(
) = fv 2 Lp(
); @�v 2 Lp(
); j�j � 2g
avec 1 < q < 2.



Solution analytique au voisinage d'une singularit�e (1)

I Soit le probl�eme de Sturm-Liouville suivant :8><>:
dd� (D d'd� ) + �2D' = 0 dans 
0;
'D'0

� continues en �s et 0:



Solution analytique au voisinage d'une singularit�e (2)

I Ce probl�eme admet une suite d�enombrable de valeurs propres �k etles fonctions propres associ�ees 'k sont p�eriodiques et forment unsyst�eme orthogonal complet de L2([0; 2�]) v�eri�ant :8>><>>:
Z 2�
0 D'i'ld� = �jl ;Z 2�
0 D'0i'0ld� = �jl�2

j :

I On d�eveloppe la solution du probl�eme de di�usion � sous forme des�erie des fonctions propres 'n et on introduit cette expression dansla formulation variationnelle du probl�eme de di�usion.



Solution analytique au voisinage d'une singularit�e (3)

I Le choix appropri�e d'une fonction test et le passage en polaire, ainsique l'utilisation des conditions d'orthogonalit�e des ' conduit �a lar�esolution du syst�eme :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

� = 1X
n=1 un(r)'n(�);

avec
8>>><>>>:

�1r ddr (r dundr ) + �2nr2 un(r) = fn(r);
� dd� (D d'nd� ) = �2

nD'n:



R�esolution de l'�equation en u(r)

I Equation di��erentielle lin�eaire du deuxi�eme ordre :
u00 = �u0r + �2r2 u � f (r):

I La solution g�en�erale de cette �equation contient un terme en r�responsable du comportement singulier lorsque 0 < � < 1.



R�esolution de l'�equation en '(�) (1)
I Cas le plus usuel en calcul de coeur : g�eom�etrie rectangulaire donc
�s = �2 .

I Solutions g�en�erales du probl�eme de Sturm-Liouville :
'i = 'j
i = Ai cos(��) + Bi sin(��):

I L'expression des conditions de transmissions conduisent �a unsyst�eme d'�equations alg�ebriques homog�ene qui aura une solution nontriviale si son d�eterminant est nul.
I On obtient pour le cas d'un point int�erieur :

� = 1
�
arccos �(�2 + 6�+ 1)2�2 + 4�+ 2 :

avec � = D2D1 .



R�esolution de l'�equation en '(�) (2)

I Pour le cas d'un point �a la fronti�ere, on aura la solution
� = �2

�



Reconstruction du 
ux

I On peut reconstruire la forme particuli�ere du 
ux au voisinage de lasingularit�e :
�(r ; �) = r�'(�) + �r (r ; �)avec �r 2 H2(
) et � � 1.

I Valeur de � :
I Pour un point int�erieur :

2
3 � � � 1:

I Pour un point fronti�ere, � < 1 �! �2 > �, c'est �a dire que les
singularit�es se localiseront aux coins rentrants.



Majoration d'erreurs dans le cas singulier
I On utilise ici le fait que les m�ethodes de discr�etisation utilis�ees sont�equivalentes �a des �el�ements �nis non conformes.8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Trouver uh 2 Vh tel que ah(uh; vh) = f (vh) 8vh 2 Vh

avec
8>>>><>>>>:

ah(uh; vh) =X
K

Z
K
(Druhrvh + �uhvh)dxdy ;

f (vh = Z
 Svhdxdy :
I On utilise �egalement l'expression analytique du 
ux :

u = ur + us avec
8<: ur 2 H20 (
);

us = r�'(�); 0 < � < 1:



Th�eor�emes de convergence dans le cas singulier
I Soit u la solution exacte du probl�eme continu, et uh la solutionapproch�ee de la m�ethode non conforme. Alors, quelque soitl'approximation choisie (au moins P1), il existe une constante Cind�ependante de h telle que :

k u � uh kh� O(h�) + O(h)
o�u 0 < � < 1 repr�esente la valeur de la singularit�e.

I Soit u la solution exacte du probl�eme continu, et uh la solutionapproch�ee par la m�ethode non conforme �equivalente �a l'�el�ementnodal � 4. Alors, on a l'estimation d'erreur suivante :
ju � uhj0 � O(h2 + h2� + h�+1);

o�u 0 < � < 1 repr�esente la valeur de la singularit�e.



Mise en oeuvre num�erique sur un domaine singulier

I Les �etudes th�eoriques montrent une d�egradation de l'approximationd�ependant du rapport des coe�cients de di�usion des maillesvoisines.
I V�eri�cation num�erique de ces r�esultats sur les di��erentes m�ethodesde discr�etisation pr�esent�ees.
I On consid�ere une source S 2 L2(
) et on �evalue l'erreur en fonctionde la di��erence entre les solutions calcul�ees. Si � est l'ordre deconvergence recherch�e, on peut l'estimer par :

ln k �h � � h2 k2k � h2 � � h4 k2
! � � ln 2:



R�esultats sur un domaine singulier

I Test sur un damier UO2 � B4C , la r�egion 
2 comportant le bore.
I Dans ce cas tr�es p�enalisant, on a :

D1D2 � 165 �! � = 0:67
c'est-�a-dire � tr�es proche de la valeur limite 23 .



Comparaisons des r�esultats sur des domaines r�egulier etsingulier

Domaine r�egulier
h RT0 BDM1 � 4 RT11 1.49 1.02 1.97 2.901/2 1.88 1.80 2.01 3.771/3 1.95 1.91 1.99 3.891/4 1.97 1.95 1.98 3.941/5 1.98 1.97 1.98 3.961/6 1.98 1.97 1.98 3.97

Domaine singulier
h RT0 BDM1 � 4 RT11 0.01 2.54 -0.23 2.701/2 1.66 1.58 1.74 3.221/3 1.86 1.99 1.83 3.261/4 1.91 2.03 1.87 3.221/5 1.94 2.03 1.90 3.151/6 1.95 2.03 1.92 3.15



Conclusions sur le probl�eme des singularit�es
I L'ordre de convergence de l'�el�ement BDM1 est tr�es proche de celuidu cas homog�ene.
I Les �el�ements RT0 et � 4 ont un ordre �a peine d�egrad�e par rapport �aceux indiqu�es dans le tableau (1,9 contre 2,0 environ).
I L'approximation RT1 est a�ect�ee de fa�con plus importante par lapr�esence de cette singularit�e puisque son ordre de convergencedescend �a environ 3,2.Plusieurs explications peuvent être propos�ees pour comprendre cescomportements :
I Les �el�ements d'ordre sup�erieur tel que RT1 n�ecessitent, pour quel'�evaluation th�eorique soit valable en pratique, une tr�es grander�egularit�e de la solution (pour RT1, la th�eorie donne une estimationen O(h3) si la solution est dans H3(
)).
I Le fait que l'�el�ement BDM1 contienne beaucoup de degr�es de libert�esurfaciques permet de penser que le passage des interfaces est mieuxcalcul�e et que les discontinuit�es des coe�cients de di�usionneutroniques sont prises en compte de fa�con plus pr�ecise que pourles �el�ements de même ordre ne comprenant qu'un seul degr�e delibert�e par face.



Remarque sur le probl�eme des singularit�es

I La section e�cace d'absorption � semble in
uencer le calcul enpratique, alors que th�eoriquement elle n'intervient pas dans lesmajorations d'erreur. Les ordres de convergence sont moins d�egrad�esdans le cas UO2/B4C o�u � n'est pas constante que dans un cassimilaire o�u on consid�ere � constante.
I Le rapport �D est li�e �a la longueur de migration des neutrons. Sicette grandeur varie peu d'un mat�eriau �a l'autre, le 
ux sera peuperturb�e et la singularit�e aura un impact limit�e.
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Conclusions et perspectives

I M�ethodes nodales et �el�ements �nis mixtes hybrides utilis�esr�eguli�erement dans les calculs de r�eacteurs.
I Comparaisons des m�ethodes nodales polynomiales et des m�ethodesnodales analytiques, notamment sur ces probl�emes de singularit�es.
I Utilisation des codes d�evelopp�es dans d'autres domaines enparticulier dans les probl�emes d'�ecoulements des eaux souterraineso�u la loi de Darcy peut impliquer des solutions irr�eguli�eres.
I Optimisation et parall�elisation des codes pour traiter des cas de plusen plus complexe (g�eom�etrie 3D �ne notamment).
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