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8

Le polynôme minimal d’une matrice
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La caractérisation des matrices diagonalisables donnée par le théorème 7.4.1 porte sur la

dimension des sous-espaces propres : une matrice A de Mn(K) est diagonalisable dans Mn(K)
si, et seulement si, l’espace Kn se décompose en une somme directe de sous-espaces propres de

la matrice A.

Dans ce chapitre, nous abordons une autre caractérisation, de nature purement algébrique,

qui porte uniquement sur les coefficients de la matrice. Précisément, nous allons montrer qu’une

matrice A de Mn(K) est diagonalisable dans Mn(K) si, et seulement si, il existe un po-

lynôme g à coefficients dans K, non nul, scindé, n’ayant que des racines simples et tel que

la matrice A soit racine de g, i.e., g(A) = 0.

§ 1 Préliminaires

8.1.1. Exemple. — Considèrons la projection p sur le plan Π de R
3 d’équation z = 0 pa-

rallèlement à la droite ∆ d’équation x = y = z, vue dans l’exemple 5.3.4. La projection p

vérifie

p(x) =

{

x si x ∈ Π,
0 si x ∈ ∆.

Ainsi, l’endomorphisme p satisfait, pour tout vecteur x de R
3, l’équation

p2(x) = p(x).
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Defaçonéquivalente,celas’exprimeendisantquel’endomorphismep
2
−pestnul,soit:

p(p−IdR
3)=0.(8.1)

Onditalorsquel’endomorphismepestracinedupolynômex(x−1).
Del’équation(8.1),nousdéduisonsquel’endomorphismepestdiagonalisable.D’unepart,

ilestimmédiatque

Ker(p)∩Ker(p−IdR
3)={0}.

Eneffet,six∈Ker(p)etx∈Ker(p−IdR
3),alorsp(x)=0etp(x)=x,d’oùx=0.D’autre

part,pourtoutvecteurxdeR
3
,onaladécomposition:

x=(x−p(x))+p(x).

L’endomorphismepsatisfaisantl’équation(8.1),onax−p(x)∈Ker(p)etp(x)∈Ker(p−
IdR

3).Onmontreainsiquel’onaunesommedirecte

R
3
=Ker(p)⊕Ker(p−IdR

3).

Lessous-espacesKer(p)etKer(p−IdR
3)désignantrespectivementlessous-espacespropres

associéesauxvaleurspropres0et1,duthéorème7.4.1,ondéduitquel’endomorphismepest

diagonalisable.OnpourraremarquerqueKer(p)correspondàladroite∆etKer(p−IdR
3)

correspondauplanΠ.Sieestunvecteurde∆et(e1,e2)unebasedeΠ,alorslafamille

B=(e,e1,e2)formeunebasedeR
3

et

[u]B=





000
010
001





.

8.1.2.Exemple.—Considéronslamatrice

A=





001
0−10
100





.

LamatriceAvérifielarelationA
2
=13etdoncl’équation:

(A−13)(A+13)=0.(8.2)

OnditalorsquelamatriceAestracinedupolynôme(x−1)(x+1).Delamêmefaçonque

dansl’exempleprécédent,del’équation(8.2),ondéduitunedécompositiondel’espaceR
3

en

unesommedirectedenoyaux:

R
3
=Ker(A−13)⊕Ker(A+13).

Lesdeuxsous-espacesdecettedécompositioncorrespondentauxsous-espacespropresdela

matriceAassociésauxvaleurspropres1et−1respectivement.D’aprèslethéorème7.4.1,on

endéduitquelamatriceAestdiagonalisable.Deplus,ayant

A+13=





101
000
101





,



22 CHAPITRE 8. LE POLYNÔME MINIMAL D’UNE MATRICE

2. Écrire la matrice de Du dans la base B.

3. Diagonaliser Du.

8.6.16 Exercice. — On considère la matrice réelle suivante

A =









1 a2 a2 a

1 1 a 1
1 a 1 1
a a2 a2 1









.

1. Calculer le polynôme caractéristique de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable?

3. Diagonaliser A en donnant une matrice de passage.

8.6.17 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K).

1. Montrer que si 0 n’est pas valeur propre de A, la matrice A est inversible.

2. En utilisant le polynôme caractéristique de A, exprimer l’inverse de la matrice A comme un

polynôme en A.

3. Écrire une procédure qui prend en argument une matrice inversible et retourne son inverse

en utilisant l’expression précédente.

4. Calculer l’inverse de la matrice

A =













5 2 2 2 2
2 5 2 2 2
2 2 5 2 2
2 2 2 5 2
2 2 2 2 5













.

8.6.18 Exercice. — On souhaite écrire une procédure permettant de calculer le polynôme mi-

nimal d’une matrice. Nous savons que toute matrice A ∈ Mn(K) admet un polynôme minimal.

En effet, la famille

(1n,A,A2, . . . ,An2

),

composée de n2 + 1 vecteurs est liée. Il existe donc des scalaires non tous nuls, tels que

a01n + a1A+ a2A
2 + . . .+ an2A

n2

= 0

et le polynôme non nul g = a0+a1x+a2x
2+ . . .+an2xn2

est ainsi annulateur de la matrice A.

Afin d’écrire une procédure permettant de déterminer le polynôme minimal de A, on observe

que la première famille de la suite de familles

(A0,A1, . . . ,Ak), k ∈ {0, . . . , n2},

est libre, car elle est réduite à la matrice identité, et que la dernière de ces familles est liée. Il

existe donc un plus petit indice k0, tel que la famille (Ai)0≤i≤k0 soit liée. Par définition de k0, la

famille (A0,A1, . . . ,Ak0−1) est alors libre. Il existe donc une unique famille (b0, b1, . . . bk0−1)
de scalaires tels que

b01n + b1A+ b2A
2 + . . .+ bk0−1A

k0−1 +A
k0 = 0.

Une méthode pour déterminer le polynôme minimal de la matrice A, consiste donc à résoudre

successivement le système de n2 équations en les scalaires b0, b1, . . . bk−1 :

b01n + b1A+ b2A
2 + . . .+ bk−1A

k−1 +A
k = 0. (Sk)

1. Montrer que le premier indice k, pour lequel le système (Sk) admet une solution est k0 et

que cette solution est unique.

2. Déduire de ce qui précède, une procédure qui prend en argument une matrice et retourne son

polynôme minimal.
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la matrice A+ 13 est de rang 2, par le théorème du rang, on en déduit que Ker(A+ 13) est de

dimension 1. Il en découle que le noyau Ker(A − 13) est alors de rang 2. En d’autres termes,

on a multgeo(−1) = 1 et multgeo(1) = 2. La matrice A étant diagonalisable, elle est alors

semblable à la matrice




−1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .

8.1.3 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K), avec n ≥ 2, vérifiant

(A− 21n)(A− 31n) = 0.

1. Montrer que A est diagonalisable dans Mn(K).
2. Montrer que la matrice A est inversible.

3. Exprimer l’inverse A
−1 en fonction de la matrice A.

8.1.4 Exercice. — Soit A une matrice de Mn(K), avec n ≥ 3, vérifiant

(A− 21n)(A− 31n)(A− 51n) = 0.

1. Montrer que A est diagonalisable dans Mn(K).
2. Montrer que la matrice A est inversible.

3. Exprimer l’inverse A
−1 en fonction de la matrice A.

§ 2 Polynômes de matrices

8.2.1. Définition. — Soit A une matrice de Mn(K). Étant donné un polynôme

p = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0

de K[x], on définit la matrice

P (A) = amA
m + am−1A

m−1 + · · ·+ a1A+ a01n.

Noter que si p est le polynôme constant égal à 1, alors p(A) = 1n. On associe ainsi à un

polynôme p de K[x], un polynôme de matrices p(A). Cette correspondance est compatible aux

opérations d’addition et de multiplication sur les polynômes, on a :

8.2.2 Proposition. — Soient f et g deux polynôme de K[x]. Alors, pour toute matrice A,

on a

i) (f + g)(A) = f(A) + g(A),

ii) (fg)(A) = f(A)g(A).

Preuve. Considérons deux polynômes f et g définis par

f =
l

∑

i=1

aix
i, g =

m
∑

i=1

bix
i.
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Quitteàrajouterdescoefficientsnuls,onpeutsupposerquel=m.Ona

(f+g)(A)=(
l ∑

i=1

(ai+bi)x
i
)(A)

=
l ∑

i=1

(ai+bi)A
i

=
l ∑

i=1

aiA
i
+

l ∑

i=1

biA
i

=f(A)+g(A).

Pardistributivitéduproduitmatricielparrapportàl’addition,cf.3.2.1,ona

(fg)(A)=(
l ∑

i=1

l ∑

j=1

aibjx
i+j

)(A)

=(
l ∑

i=1

l ∑

j=1

aibjA
i+j

)

=
l ∑

i=1

aiA
i

l ∑

j=1

bjA
j

=f(A)g(A).

�

Delasecondepropriété,ondéduitlespolynômesd’unematriceAcommutententreeux:

8.2.3Proposition.—SoitAunematricedeMn(K).PourtouspolynômesfetgdeK[x],
lesmatricesf(A)etg(A)commutent:

f(A)g(A)=g(A)f(A).

8.2.4Exercice.—Montrerlaproposition8.2.3.

8.2.5.Exemple.—SiA=

[

10
00

]

etp=x
2
+x+1,alors

p(A)=A
2
+A+12=

[

30
01

]

.

8.2.6.Polynômesannulateurs.—UnpolynômenonnulqdeK[x]estditannulateurd’une

matriceAdeMn(K),silamatriceq(A)estnulle;onditaussiqueAestracinedupolynôme

q.
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8.6.13Exercice.—1.Enutilisantl’exercice8.6.12,construireunematriceayantpourpo-

lynômecaractéristique

p=(x
3
−1)(x

2
+x+1).

2.Cettematriceest-ellediagonalisablesurRousurC?

3.ConstruireunematricecompagnondeM3(R)diagonalisableetunematricecompagnonde

M3(R)nondiagonalisable.

8.6.14Exercice.—SoientKuncorpscommutatifetEunK-espacevectorieldedimension

finien.OnconsidèreleK-espacevectorielL(E)formédesendomorphismesdeE.Pourtout

endomorphismeudeE,ondéfinitl’application

Du:L(E)−→L(E)

v7−→u◦v.

1.MontrerqueDuestunendomorphismedeL(E).
2.Montrerque,pourtoutentiernaturelnettoutendomorphismev∈L(E),ona

(Du)
n
(v)=u

n
◦v.

Endéduireque,pourtoutpolynômefdeK[x],ona

f(Du)=Df(u).

3.Montrerqueuestdiagonalisablesi,etseulementsi,Duestdiagonalisable.

4.Soient(ei)1≤i≤nunebasedeEetuunendomorphismedeEdontlamatricedanslabase

(ei)1≤i≤nestnotéeM.Soit(ei,j)1≤i,j≤nunebasedeL(E)définiepar

ei,j(ek)=δj,kei,

oùδj,k=1sij=ketδj,k=0sij6=k.MontrerquelamatricedeDudanslabase

(e1,1,...,en,1,e1,2,...,en,2,...,e1,n,...,en,n),

s’écrit









M0...0

0M
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0

0···0M











.

8.6.15Exercice.—Danslasuite,onsupposequeEestunR-espacevectorieldedimension2.

OnconsidèrelabaseBdeL(E),forméedesendomorphismesreprésentésdanslabasecano-

niqueparlesmatricesEisuivantes:

e1=

[

10
00

]

,e2=

[

00
10

]

,e3=

[

01
00

]

,e4=

[

00
01

]

.

Soitul’endomorphismedeEreprésentédanslabasecanoniqueparlamatrice

[

14
11

]

.

1.Montrerqueuestdiagonalisable.
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2. Montrer que pour tout polynôme g de C[x], g(J) est diagonalisable et que

Sp(g(J)) = {g(λ) | λ ∈ Sp(J)}.

3. En déduire que la matrice A est diagonalisable et calculer ses valeurs propres.

4. Calculer le déterminant de A.

8.6.8 Exercice. — Soit A une matrice inversible de Mn(C).

1. Montrer que 0 ne peut pas être valeur propre de A.

2. En déduire que A
−1 est un polynôme en A. [On pourra utiliser le fait que le polynôme x ne

divise pas le polynôme caractéristique de A.]

8.6.9 Exercice. — Soient A une matrice de Mn(K) et p un polynôme à coefficients dans K.

1. Montrer que si le polynôme p est premier avec le polynôme minimal mA de A, alors la

matrice p(A) est inversible.

2. Inversement, montrer que si la matrice p(A) est inversible, alors les polynômes p et mA sont

premiers entre eux.

8.6.10 Exercice. — Résoudre dans Mn(R) l’équation X
3 = X.

8.6.11 Exercice. — L’objectif est de résoudre dans M3(R) l’équation

X
3 +X = 0.

Soit A une matrice non nulle solution de l’équation précédente.

1. Montrer que

R
3 = Ker(A)⊕Ker(A2 + 13).

2. Déterminer le polynôme minimal de A.

3. Montrer que si x n’appartient pas à Ker(A), alors (x,Ax) est libre.

4. Montrer que Ker(A) est de dimension 1. En déduire que A est semblable à la matrice





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 .

8.6.12 Exercice. — Soit p un polynôme de K[x] défini par

p = xn − an−1x
n−1 − . . .− a1x− a0.

On appelle matrice compagnon du polynôme p la matrice suivante

A =















0 · · · · · · 0 a0
1 0 · · · 0 a1

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0 an−2

0 · · · 0 1 an−1















.

1. Montrer que le polynôme caractéristique de la matrice A est pA = (−1)np.

2. Sans utiliser le théorème de Cayley-Hamilton, montrer que le polynôme p est annulateur de

la matrice A.

3. En déduire que p est le polynôme minimal de la matrice A.
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8.2.7. Exemple : polynôme annulateur des matrices de M2(K). — Toute matrice A de

M2(K) admet pour polynôme annulateur, le polynôme

pA = x2 − trace(A)x+ det(A).

Pour montrer que pA(A) = 0, on peut procéder par un calcul direct comme dans la preuve

initiale de Cayley, voir figure 8.3. Si A =

[

a b

c d

]

, alors on montre que

A
2 − trace(A)A+ det(A)12 = 0.

8.2.8 Proposition. — Toute matrice de possède un polynôme annulateur.

Preuve. Soit A une matrice de Mn(K). Le K-espace vectoriel Mn(K) est de dimension n2.

Par suite, toute famille de n2 + 1 matrices de Mn(K) est liée ; c’est le cas en particulier de la

famille

(1n,A,A2, . . . ,An2

).

Il existe donc des scalaires a0, . . . , an2 non tous nuls, tels que

a01n + a1A+ · · ·+ an2A
n2

= 0.

Le polynôme g = a0 + a1x+ · · ·+ an2xn2

est ainsi non nul et annulateur de la matrice A. �

8.2.9 Proposition. — Soient A une matrice de Mn(K) et g un polynôme annulateur de A.

Alors, toute valeur propre de A est racine du polynôme g.

Preuve. Soit g = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + amx

m un polynôme annulateur de A. La matrice

g(A) est nulle :

a01n + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

p = 0. (8.3)

Soient λ une valeur propre de A et x un vecteur propre associé, i.e., Ax = λx. D’après

l’équation (8.3), on a

(a01n + a1A+ a2A
2 + · · ·+ amA

m)x = 0.

Or Ax = λx, d’où pour tout entier naturel k, Ak
x = λk

x et

(a0 + a1λ+ a2λ
2 + · · ·+ amλ

m)x = 0.

Comme le vecteur x est non nul, on en déduit que g(λ) est nul. �

Attention, la réciproque de ce résultat est fausse en général ; toutes les racines d’un po-

lynôme annulateur de A ne sont pas toujours valeurs propres de A. Par exemple, la matrice

identité 1n est racine du polynôme x(x − 1), car 12
n = 1n, alors que 0 n’est pas une valeur

propre de la matrice identité.

8.2.10 Exercice. — 1. Calculer le polynôme caractéristique et le polynôme minimal de la ma-

trice suivante :

A =





−1 1 3
−2 2 2
−2 1 4





2. La matrice A est-elle diagonalisable?

3. Déterminer le spectre de A ainsi qu’une base pour chaque sous-espace propre.
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§3Lelemmededécompositionennoyaux

LamatriceAdel’exemple8.1.2satisfaitlarelation

(A−13)(A+13)=0.

Nousenavonsdéduitque

R
3
=Ker(A−13)⊕Ker(A+13).

Danscettesection,nousmontronsquececiestuneconséquencedurésultatgénéralsuivant.

8.3.1Proposition.—SoitAunematricedeMn(K)etsoientf1,f2deuxpolynômesde

K[x]premiersentreeux.Alors

Ker(f1f2)(A)=Ker(f1(A))⊕Ker(f2(A)).

Sideplus,lepolynômef1f2estannulateurdeA,ona

K
n
=Ker(f1(A))⊕Ker(f2(A)).

Preuve.Lespolynômesf1etf2étantpremiersentreeux,d’aprèsl’identitédeBézout,théorème

1.5.13,ilexistedespolynômesh1eth2deK[x]telsque:

f1h1+f2h2=1.

Enconséquence,nousavonslarelationmatriciellesuivante:

f1(A)h1(A)+f2(A)h2(A)=1n.(8.4)

Montronsl’égalitéKer(f1(A))⊕Ker(f2(A))=Ker((f1f2)(A)).LenoyauKer(f2(A))est

contenudansKer(f1(A)f2(A)),delamêmefaçonKer(f1(A))estcontenudansKer(f1(A)f2(A))=
Ker(f2(A)f1(A)),carlespolynômesf1(A)etf2(A)commutententreeux.Ainsi

Ker(f1(A))+Ker(f2(A))⊆Ker((f1f2)(A)).

Inversement,six∈Ker((f1f2)(A)),alorsd’aprèslarelation(8.4),ilexisteunedécomposition

x=f1(A)h1(A)(x)+f2(A)h2(A)(x)

Ona

f2(A)f1(A)h1(A)(x)=h1(A)(f1f2)(A)(x)=0.

LapremièreégalitédécouledufaitquelespolynômesenAcommutententreeux,laseconde

dufaitquexestunvecteurdeKer((f1f2)(A))parhypothèse.Ainsif1(A)h1(A)(x)estun

vecteurdeKer(f2(A)).Delamêmefaçon,onmontrequef2(A)h2(A)(x)estunvecteurde

Ker(f1(A)).
Resteàmontrerquelasomme

Ker(f1(A))+Ker(f2(A))=Ker((f1f2)(A))
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8.6.3Exercice.—SoitAunematricenilpotentedeMn(C).

1.Sansutiliserlepolynômeminimal,montrerquelepolynômecaractéristiquedeAest

pA=(−1)
n
x
n
.

2.CommentdéterminerlepolynômecaractéristiquepAenutilisantlepolynômeminimal?

3.Parrécurrence,montrerqueAestsemblableàunematricetriangulairesupérieureavecdes0
surladiagonale.

4.Inversement,montrerquetoutematricetriangulairedeMn(K)avecdes0surladiagonale

estnilpotented’indicedenilpotencep≤n.

8.6.4Exercice.—Trouveruneconditionnécessaireetsuffisantesurlesréelsa,b,c,d,e,fpour

quelesmatricessuivantessoientdiagonalisablesdansM4(R).

A=









1abc

01de

001f

0001







,B=









0abc

01de

001f

0001







,C=









0abc

00de

001f

0001







.

8.6.5Exercice.—Trouveruneconditionnécessaireetsuffisantesurlesréelsaetbpourquela

matricesuivantesoitdiagonalisablesdansM4(R).

A=









1−a−a1
1−baa−1−b

b−a1−a1+b

0aa0







.

8.6.6Exercice.—SoitJlamatricedeMn(C)définiepar

















010...0

001
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.0

0
..

.1
10...0

















1.CalculerJ
p

pourtoutentierp∈J1,nK.

2.EndéduirequeJestdiagonalisable.

3.Montrerquelesmatrices1n,J,...,J
n−1

sontlinéairementindépendantes.

4.DéterminerlepolynômeminimaldeJ.

5.CalculerlesvaleurspropresdeJ.

6.DiagonaliserJenexhibantunematricedepassage.

8.6.7Exercice.—SoitAlamatricecirculantecomplexesuivante:











a1a2...an

ana1
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.a2
a2...ana1











1.ExprimerAcommeunpolynômeenlamatriceJ,définiedansl’exercice8.6.6
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8.5.11. Exemple. — Plus généralement, on peut utiliser le théorème de Cayley-Hamilton pour

calculer l’inverse d’une matrice. Soit A une matrice inversible de Mn(K). Son polynôme ca-

ractéristique est de degré n, il s’écrit sous la forme

pA = (−1)nxn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0.

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, A est racine de pA et on a :

(−1)nAn + an−1A
n−1 + . . .+ a1A+ a01n = 0.

D’où

A
[

(−1)nAn−1 + an−1A
n−2 + . . .+ a11n

]

= −a01n.

Le coefficient a0 est non nul, car a0 = pA(0) = detA et A est inversible. Ainsi,

A
−1 =

−1

a0

[

(−1)nAn−1 + an−1A
n−2 + . . .+ a11n

]

.

§ 6 Exercices

8.6.1 Exercice. — Déterminer le polynôme minimal des matrices réelles suivantes, où a, b et c

sont trois réels distincts deux à deux :

A1 =





a 0 0
0 a 0
0 0 a



 , A2 =





a 0 0
0 a 0
0 0 b



 , A3 =





a 0 0
0 b 0
0 0 c



 , A4 =





a 1 0
0 a 1
0 0 a



 ,

A5 =





a 1 0
0 a 0
0 0 a



 , A6 =





a 1 0
0 a 0
0 0 b



 , A7 =





a 1 0
0 b 0
0 0 b



 ,

B1 =









a 1 0 0
0 a 1 0
0 0 a 1
0 0 0 a









, B2 =









a 1 0 0
0 a 1 0
0 0 a 0
0 0 0 a









, B3 =









a 1 0 0
0 a 0 0
0 0 a 1
0 0 0 a









,

B4 =









a 1 0 0
0 a 0 0
0 0 b 1
0 0 0 b









, B5 =









a 1 0 0
0 a 0 0
0 0 b 0
0 0 0 b









.

8.6.2 Exercice. — Déterminer le polynôme minimal des matrices suivantes de M3(R) :

A1 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 , A2 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0



 , A3 =





0 1 1
0 0 1
0 0 0



 ,

A4 =





0 1 1
0 1 1
0 0 0



 , A5 =





1 1 1
0 0 1
0 0 1



 , A6 =





1 1 1
1 0 1
1 1 1



 ,

A7 =





1 1 1
0 1 1
0 0 1



 , A8 =





1 1 1
1 1 1
0 1 1



 , A9 =





1 1 1
1 1 1
1 1 1



 .
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est directe. Si x ∈ Ker(f1(A)) ∩Ker(f2(A)), d’après la relation (8.4), on a

x = f1(A)h1(A)(x) + f2(A)h2(A)(x).

Donc

x = h1(A)f1(A)(x) + h2(A)f2(A)(x)

soit x = 0.

Si l’on suppose de plus que le polynôme f1f2 est annulateur de A, on a (f1f2)(A) = 0,

d’où Ker((f1f2)(A)) = K
n. Ce qui montre la deuxième assertion :

K
n = Ker(f1(A))⊕Ker(f2(A)).

�

8.3.2. Exemple. — Soit A une matrice de Mn(R) satisfaisant

(A− α12)(A− β12) = 0 (8.5)

où α et β sont deux réels distincts. D’après la proposition précédente, on a

R
2 = Eα ⊕ Eβ,

où Eα et Eβ sont les deux sous-espaces propres associés à la matrice A. Un point important de

la preuve de la proposition 8.3.1 est qu’elle fournit une méthode constructive pour déterminer

l’expression des projections de R2 sur les sous-espaces propres Eα et Eβ . Les polynômes x−α

et x− β sont premiers entre eux, il existe donc une identité de Bézout :

−1

α− β
(x− α) +

1

α− β
(x− β) = 1. (8.6)

Notons

Π1 =
1

α− β
(A− β12), Π2 =

−1

α− β
(A− α12)

Alors Π1 représente la projection de R
2 sur Eα et Π2 représente la projection de R

2 sur Eβ ,

exprimée dans la base canonique de R
2. En effet, de la relation (8.6), on déduit que

Π1 +Π2 = 12. (8.7)

Par ailleurs, de la relation 8.5, on déduit que

Π1Π2 = Π2Π1 = 0 (8.8)

Des relation 8.6 et 8.7, on déduit que Π1 et Π2 sont des matrices de projecteurs de R
2, i.e.,

Π2
1 = Π1, Π2

2 = Π2.

Comme

Im(Π1) = Ker(Π2) et Im(Π2) = Ker(Π1),

on a Im(Π1) = Eα et Im(Π2) = Eβ . Ainsi, Π1 et Π2 sont les matrices des projecteurs de R2 sur

les sous-espaces Eα et Eβ respectivement.

8.3.3 Exercice. — Considérons la matrice réelle

A =









1 0 1 2
0 1 3 4
0 0 2 0
0 0 0 2









1. Montrer que (A− 214)(A− 14) = 0.

2. Déterminer les sous-espaces propres ainsi que les matrices des projections de R
4 sur ces

sous-espaces propres, exprimées dans la base canonique de R
4.
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8.3.4.Lelemmedesnoyaux.—Laformulationgénéraledecettedécomposition,avecun

produitfiniquelconquedepolynômes,estappeléelelemmedesnoyaux.Lapreuvesedéroule

surlemêmeprincipequ’enprésencededeuxpolynômes.

8.3.5Théorème(Lemmedesnoyaux).—SoientAunematricedeMn(K)etf1,...,fp
despolynômesdeK[x]premiersentreeuxdeuxàdeux.Alors,

Ker
(

(f1...fp)(A)
)

=Ker(f1(A))⊕...⊕Ker(fp(A)).

Sideplus,lepolynômef1f2...fpestannulateurdeA,ona

K
n
=Kerf1(A)⊕...⊕Kerfp(A).

Preuve.Posonsg=f1...fpet,pourtoutentieri∈J1,pK,posons

gi=

p
∏

j=1

j6=i

fj.

Lespolynômesf1,...,fpsontpremiersentreeuxdeuxàdeux,donclespolynômesg1,...,gp
sontpremiersentreeuxdansleurensemble.D’aprèsl’identitédeBézout,théorème1.5.13,il

existedespolynômesh1,...,hpdeK[x]telsque:

g1h1+...+gphp=1.

Parsuite,onalarelationmatricielle:

g1(A)h1(A)+...+gp(A)hp(A)=1n.(8.9)

MontronsalorsqueKer(f1(A))+...+Ker(fp(A))=Ker(g(A)).
Pourtouti∈J1,pK,lespolynômesenAcommutantentreeux,ona

g(A)=f1(A)...fi(A)...fp(A)=f1(A)...fp(A)fi(A).

Parsuite,pourtouti∈J1,pK,lenoyaudefi(A)estcontenudanslenoyaudeg(A).Lasomme

desnoyaux

Ker(f1(A))+...+Ker(fp(A))

estainsicontenuedanslenoyauKer(g(A)).
Inversement,six∈Ker(g(A)),d’aprèslarelation(8.9),ona:

x=g1(A)h1(A)(x)+...+gp(A)hp(A)(x).(8.10)

Parailleurs,pourtouti∈J1,pK,ona

fi(A)(gi(A)hi(A)(x))=g(A)hi(A)(x)

=hi(A)g(A)(x)

=0.

Doncgi(A)hi(A)(x)∈Ker(fi(A))etd’aprèsladécomposition(8.10),onendéduitque

x∈Ker(f1(A))+...+Ker(fp(A)).
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OnapB=−(x−1)
3
.DoncmB=(x−1)

k
,oùk=1,2ou3.Parailleurs,Bestdiagonalisable

si,etseulementsi,mB=x−1.OrmB(B)=B−136=0,doncBn’estpasdiagonalisable.

8.5.8Exercice.—Construiredeuxmatricesquiontmêmepolynômecaractéristiqueetmême

polynômeminimaletquinesontpassemblables.

8.5.9.Exemple:calculdel’inversed’unematriceadmettantdeuxvaleurspropres.—Soit

AunematricedeMn(K).Onsupposequesonpolynômeminimalestscindé,dedegré2:

mA=(x−λ1)(x−λ2).

OnsupposedeplusquelesdeuxvaleurspropresdeAsontnonnulles.Onpeutalorsendéduire

lespuissancesdeAetsoninverse.LamatriceAestinversible,carλ1etλ2sontnonnuls.Ona

mA=(x−λ1)(x−λ2)=x(x−(λ1+λ2))+λ1λ2.

Parsuite,lamatriceAvérifie

A(A−(λ1+λ2)1n)=−λ1λ21n.

Onendéduitl’inversedeA:

A
−1

=−
1

λ1λ2

(A−(λ1+λ2)1n).(8.14)

Parexemple,dansl’exemple7.1.14,nousavonsmontréquelamatrice

A=











n1···1

1n
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.1
1···1n











,

estdiagonalisableetqu’ellepossèdedeuxvaleurspropresdistinctesn−1et2n−1(onsuppose

quen>1).SonpolynômeminimalestdoncmA=(x−(n−1))(x−(2n−1)).D’aprèsce

quiprécéde,onendéduitque

A
−1

=
1

(1−n)(2n−1)
(A−(3n−2)1n).

Soit

A=
1

(1−n)(2n−1)











2(1−n)1···1

12(1−n)
..

.
..
.

..

.
..

.
..

.1
1···12(1−n)











.

8.5.10Exercice.—Utiliserlaformule(8.14)pourcalculerl’inversedelamatriceRθdel’exemple

6.3.6.
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avec

B =









3 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3









, C =





5 1 0
0 5 0
0 0 5



 , D =
[

7
]

.

On note que (B− 314)
3 = 0, (C− 513)

2 = 0 et D− 711 = 0. On obtient alors,

(A− 318)
3(A− 518)

2(A− 718)

=





(B− 314)
3

0 0

0 (C− 313)
3

0

0 0 (D− 311)
3









(B− 514)
2

0 0

0 (C− 513)
2

0

0 0 (D− 511)
2



 (A− 718)

=





0 0 0

0 (C− 313)
3

0

0 0 (D− 311)
3









(B− 514)
2

0 0

0 0 0

0 0 (D− 511)
2









B− 714 0 0

0 C− 713 0

0 0 0





=





0 0 0

0 0 0

0 0 (D− 511)
5









B− 714 0 0

0 C− 713 0

0 0 0





=





0 0 0

0 0 0

0 0 0





Or 3, 2 et 1 sont les indices de nilpotence des matrices A− 318, A− 518 et A− 718 respecti-

vement. Par suite le polynôme minimal de A est

mA = (x− 3)3(x− 5)3(x− 7).

8.5.6. Exemple. — Le polynôme minimal de la rotation d’angle θ du plan vectoriel, représentée

dans la base canonique par la matrice

Rθ =

[

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]

.

est pRθ
= x2 − 2 cos θx+ 1.

8.5.7. Exemples. — Soit

A =





−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1



 .

Alors pA = −(x− 1)(x+2)2. Les deux valeurs possibles pour le polynôme minimal de A sont

donc soit (x− 1)(x+ 2)2, soit (x− 1)(x+ 2). Or

(A− 13)(A+ 213) =





−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2









1 1 1
1 1 1
1 1 1



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 .

Par suite mA = (x − 1)(x + 2) est le polynôme minimal. On en déduit que la matrice A est

diagonalisable et que Sp(A) = {1,−2}, où −2 est valeur propre double.

Soit

B =





3 2 −2
−1 0 1
1 1 0



 .
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Reste à montrer que la somme des noyaux Ker(f1(A)) + . . . + Ker(fp(A)) est directe.

D’après 2.3.9, il suffit de montrer que pour tout i ∈ J2, pK, l’intersection

Ker(fi(A)) ∩

i−1
∑

j=1

Ker(fj(A)) (8.11)

est le sous-espace vectoriel nul. Soit i ∈ J2, pK et soit x un vecteur de l’intersection (8.11).

D’après la relation (8.9), on a x = g1(A)h1(A)(x) + . . .+ gp(A)hp(A)(x), d’où

x = gi(A)hi(A)(x) +

p
∑

j=1

j 6=i

gj(A)hj(A)(x). (8.12)

Si j 6= i, le polynôme fi divise gj , or x ∈ Ker(gi(u)) donc

p
∑

j=1

j 6=i

gj(A)hj(A)(x) =

p
∑

j=1

j 6=i

hj(A)gj(A)(x) = 0.

Par ailleurs, x ∈
i−1
∑

j=1

Ker(fj(A)), donc x =
i−1
∑

j=1

xj , où xj ∈ Ker(fj(A)). Ainsi

gi(A)hi(A)(x) = hi(A)gi(A)(x) = 0.

D’après la décomposition (8.12), on en déduit que x = 0.

Si le polynôme g = f1f2 . . . fp est annulateur de A, on a

Ker(g(A)) = Ker(f1(A))⊕ . . . ⊕Ker(fp(A)).

Or g(A) = 0, donc Ker(g(A)) = K
n, d’où la seconde assertion du théorème. �

8.3.6. Conséquence immédiate du lemme des noyaux. — Soit A une matrice de Mn(K)
dont le polynôme caractéristique est

pA = (x− λ1)
n1 . . . (x− λp)

np ,

avec λi 6= λj . Les polynômes (x − λi)
ni sont premiers entre eux deux à deux, du lemme des

noyaux, nous déduisons la décomposition

K
n = Ker(A− λ11n)

n1 ⊕ . . . ⊕Ker(A− λp1n)
np .

8.3.7 Exercice. — Soit A une matrice de M4(R) de trace nulle, admettant 1 et i comme valeurs

propres.

1. Déterminer toutes les autres valeurs propres de A.

2. Montrer que

R
4 = Ker(A2 − 1n)⊕Ker(A2 + 1n).

§ 4 Le polynôme minimal

8.4.1. Une autre caractérisation des matrices diagonalisables. — La principale conséquence

du lemme des noyaux, théorème 8.3.5, que nous énoncerons ici est une nouvelle caractérisation

de la diagonalisation des matrices.
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8.4.2Théorème.—UnematriceAdeMn(K)estdiagonalisabledansMn(K)si,etseule-

mentsi,ilexisteunpolynômedeK[x]annulateurdeAscindéetnepossédantquedes

racinessimples.

Preuve.Montronsquelaconditionestsuffisante.SoitgunpolynômedeK[x]annulateurdeA

quisoitscindésurKetavectoutessesracinessimples.Alors,lepolynômegs’écritsousla

forme

g=(x−λ1)...(x−λp),

avecλi6=λj,sii6=j.Commeparhypothèseg(A)=0etquelesfacteursdansladécomposition

dupolynômegsontpremiersentreeuxdeuxàdeux,d’aprèslelemmedesnoyaux,théorème

8.3.5,ona:

K
n
=Ker(A−λ11n)⊕...⊕Ker(A−λp1n).

Lesous-espaceKer(A−λi1n)étantlesous-espacepropreassociéàlavaleurpropreλi,l’espace

K
n

sedécomposeenunesommedirectedesous-espacespropres.Duthéorème7.4.1,onen

déduitquelamatriceAestdiagonalisable.

Montronsquelaconditionestnécessaire.SupposonsquelamatriceAsoitdiagonalisable.

IlexistealorsunebaseBdeK
n

forméedevecteurspropresdeA.Notonsλ1,...,λplesvaleurs

propresdeAetsoientEλ1,...,Eλplessous-espacespropresassociés.

Lepolynômeg=(x−λ1)...(x−λp)deK[x]estscindéettoutessesracinessontsimples.

PourtoutvecteuredelabaseB,ilexisteaumoinsunevaleurpropreλitelleque(A−λi1n)e=
0.Parsuite

g(A)(e)=(A−λ11n)...(A−λp1n)e=0.

Onag(A)e=0pourtoutvecteuredelabaseBdeK
n
,parsuiteg(A)x=0pourtoutvecteur

deK
n
.Ils’ensuitqueg(A)=0.�

8.4.3Exercice.—Trouveruneconditionnécessaireetsuffisantepourquelesmatricesréelles

suivantessoientdiagonalisables:

A=





abc

0ad

00a





,B=





1ab

01c

00d





.

8.4.4.Lepolynômeminimal.—D’aprèslethéorème8.4.2,unematriceestdiagonalisable

si,etseulementsi,ellepossèdeunpolynômeannulateurscindédonttouteslesracinessont

simples.Ils’agitd’unecaractérisationdenaturealgébrique,danslesensoùelleneporteque

surlescoefficientsdelamatrice.Oncomprendalorsl’intérêtdecaractériserl’ensembledes

polynômesannulateursd’unematrice.Nousabordonsmaintenantuneméthodepermettantde

déterminertouslespolynômesannulateursd’unematrice.

8.4.5.Définition.—SoitAunematricedeMn(K).OnappellepolynômeminimaldeAeton

notemA,lepolynômeunitaireannulateurdeAdepluspetitdegré.

8.4.6Proposition.—SoitAunematricedeMn(K).LepolynômeminimalmAestunique

etdivisetoutpolynômeannulateurdeA.
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Montronsdansunpremiertempsquelespectred’unematricecoı̈ncideaveclesracinesde

sonpolynômeminimal.

8.5.3Proposition.—SoitAunematricedeMn(K).UnscalaireλestvaleurpropredeA

si,etseulementsi,ilestracinedupolynômeminimalmA.

Preuve.LepolynômepAestannulateurdeA,iladmetdonclepolynômemAcommediviseur.

IlexisteunpolynômegdeK[x]telquepA=gmA.Parsuite,touteracinedupolynômemA

estracinedepA,doncestvaleurpropredeA.

Inversement,lepolynômemAestannulateurdeA,donc,d’aprèslaproposition8.2.9,toute

valeurpropredeAestracinedemA.�

Decerésultatondéduit

8.5.4Proposition.—SoitAunematricedeMn(K)dontlepolynômepAestscindé:

pA=(−1)
n
(x−λ1)

n1
...(x−λp)

np
,

avecλi6=λj,pourtouti6=jetn1+...+np=n,alors

mA=(x−λ1)
k1
...(x−λp)

kp
,

avec1≤ki≤ni.

Preuve.D’aprèslethéorème8.5.1,lepolynômemAdiviselepolynômepAet,d’aprèslapro-

position8.5.3,lespolynômesmAetpApossèdentlesmêmesracines.�

8.5.5.Exemple.—OnconsidèrelamatricesuivantededeM8(R):

A=

























30000000
03100000
00310000
00030000
00005100
00000500
00000050
00000007

























.

LepolynômecaractéristiquedeAest

pA=(x−3)
4
(x−5)

3
(x−7).

LamatriceAestdiagonaleparblocs:

A=





B00

0C0

00D





,
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FIGURE 8.3 – Formulation du théorème de Cayley-Hamilton par Cayley en 1858.

Par ailleurs, vu l’expression (8.13) du polynôme caractéristique de A, on a

pA(A) = (A− λ11n)
n1 . . . (A− λp1n)

np .

D’où

P
−1pA(A)P = P

−1(A− λ11n)
n1 . . . (A− λp1n)

npP

= (P−1
AP− λ11n)

n1 . . . (P−1
AP− λp1n)

np

= (T− λ11n)
n1(T− λ21n)

n2 . . . (t− λp1n)
np

= 0.

Ainsi pA(A) = 0. �

8.5.2. Calcul du polynôme minimal. — Une méthode permettant de déterminer le polynôme

minimal d’une matrice A de Mn(K), consiste à considérer un polynôme annulateur de A et à

chercher dans l’ensemble de ses diviseurs, le polynôme unitaire annulateur de plus petit degré.

D’après le théorème de Cayley-Hamilton, théorème 8.5.1, un candidat naturel pour le polynôme

annulateur est le polynôme caractéristique. Nous allons voir comment mettre en oeuvre cette

méthode dans ce cas.
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Preuve. Montrons que mA divise tout polynôme annulateur de A. Soit g un polynôme annu-

lateur de A. En effectuant la division euclidienne de g par mA, théorème ??, il existe deux

polynômes :

g = g′ mA + r,

avec deg r < degmA. La matrice A étant racine du polynôme g et de son polynôme mini-

mal mA, on a

0 = g(A) = g′(A)mA(A) + r(A).

D’où A est racine du polynôme r. Or, par définition, mA est le polynôme annulateur de A de

plus petit degré, par suite le polynôme r ne peut pas être nul, car sinon on aurait R annulateur

de A et deg r < degmA. Ainsi, le polynôme reste r est nul, et par conséquent le polynôme mA

divise g.

Montrons l’unicité du polynôme minimal mA. Supposons que la matrice A admette deux

polynômes minimaux m et m′. Ils sont tous deux annulateurs de A, donc m divise m′ et m′

divise m. Par suite, il existe un scalaire α ∈ K tel que m = αm′. Les polynômes m et m′ étant

unitaires, on en déduit que m = m′. Ce qui montre l’unicité. �

L’ensemble des polynômes annulateur d’une matrice A de Mn(K) est ainsi déterminé par

son polynôme minimal mA. En effet, tout polynôme annulateur g de A s’écrit :

g = g′ mA,

où g′ est un polynôme de K[x]. Autrement dit, l’ensemble des polynômes annulateurs de A

s’écrit mA ·K[x]. Nous pouvons alors reformuler le théorème 8.4.2 de caractérisation algébrique

des matrices diagonalisables de la façon suivante.

8.4.7 Théorème. — Une matrice A de Mn(K) est diagonalisable dans Mn(K) si, et seule-

ment si, son polynôme minimal mA est scindé sur K et possède toutes ses racines simples.

Preuve. D’après le théorème 8.4.2, la condition est suffisante. Supposons que A soit diagona-

lisable, d’après le théorème 8.4.2, il admet un polynôme annulateur g scindé à racines simples.

Or d’après la proposition 8.4.6 le polynôme mA divise g, donc mA est scindé. �

8.4.8. Exemple : matrices nilpotentes. — Soit A une matrice nilpotente, il existe un entier q

tel que A
q = 0. Le polynôme xq est alors annulateur de A et le polynôme minimal de A est

de la forme xk avec 1 ≤ k ≤ q. D’après le théorème 8.4.7, une matrice nilpotente est donc

diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle.

8.4.9 Exercice. — Montrer qu’une matrice triangulaire n’ayant que des 0 sur la diagonale est

diagonalisable si, et seulement si, elle est nulle.
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FIGURE8.1–WilliamRowanHamilton(1805-1865)

SirWilliamRowanHamiltonestunmathématicien,astronomeetphysicienirlan-

dais.Ilcontribuaaudéveloppementdel’optiqueetdeladynamique,enmathématiques

sestravauxportentsurl’algèbre,sacontributionmajeureresteladécouvertedes

quaternions.Ildécouvrentcesnombresen1843enessayantd’étendrelesnombres

complexesàdesespacesdedimensionsupérieureà2.L’objectifétaitdeconstruire

desnombresdansl’espacequiontdespropriétésanaloguesàcellesdesnombres

complexesdansleplan.Hamiltonauraitdécouvertlastructuremultiplicativedes

quaternions,ensepromenantavecsonépouselelongduRoyalCanalàDublin.

Uneplaquesurlepontindique≪Ici,le16octobre1843,alorsqu’ilsepromenait,

SirWilliamRowanHamiltondécouvritdansunéclairdegénielaformulefonda-

mentalesurlamultiplicationdesquaternionsi
2
=j

2
=k

2
=ijk=−1etla

gravasurunepierredupont.≫

FIGURE8.2–BroomBridgesurleRoyalCanalàDublin

LethéorèmedeCayley-Hamilton:toutematriceestracinedesonpolynômeca-

ractéristiqueaétémontréparHamiltonen1853pourlamatriced’unerotation

del’espacededimension3.Cayleyformulelethéorèmepourtouteslesmatrices

carréesd’ordre3en1958.Cependant,niHamilton,niCayleynepublierontde

preuvedecerésultat.Ilfaudraattendre1878pourunepremièrepreuveparFer-

dinandGeorgFrobenius.Nousconnaissonsaujourd’huiunnombreimportantde

preuvesdifférentesdecerésultat.
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§5LethéorèmedeCayley-Hamilton

Lerésultatsuivantmontrequelepolynômecaractéristiqued’unematriceestannulateur

d’unematrice.Ainsi,dupolynômecaractéristiqueonpourradéduirelepolynômeminimal.

8.5.1Théorème(ThéorèmedeCayley-Hamilton).—Toutematriceestracinedesonpo-

lynômecaractéristique.

Preuve.SoitAunematricedeMn(R)ouMn(C),montronsqueAestracinedesonpolynôme

caractéristiquepA.LepolynômecaractéristiquepAestscindésurC:

pA=(x−λ1)
n1
...(x−λp)

np
.(8.13)

LamatriceAestdonctrigonalisabledansMn(C):ilexisteunematriceinversiblePdeMn(C)
telleque

T=P
−1
AP,

oùTestunematricetriangulairedelaforme
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LamatriceTi−λi1niestnilpotented’indicedenilpotenceni,soit

(Ti−λi1ni)
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=0.

Parsuite,
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Donc
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Lei-ièmebloc0estnul,parconséquent,ona

(T−λ11n)
n1
(T−λ21n)

n2
...(T−λp1n)

np
=0.


