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Introduction

La topologie est un domaine fondamental de 1’analyse. Lorsqu’on se donne un ensemble
(de nombres, de fonctions, d’opérateurs, etc.), on a besoin de le munir d’une structure topo-
logique qui va permettre d’étudier non seulement des notions de base comme le voisinage, la
limite et la continuité, mais aussi des notions plus élaborées comme la densité, la séparabilité,
la compacité, la connexité ou la complétude qui jouent un role essentiel en analyse et en
géomeétrie.

Ce cours a pour vocation d’introduire les premieres notions de topologie. Au sein de 'im-
mense classe des espaces topologiques, nous étudierons plus particulierement des espaces aux
propriétés de plus en plus fortes : espaces métriques, espaces vectoriels normés, espaces de
Banach, espaces de Hilbert, dont les relations d’inclusion sont illustrées ci-dessous.

espaces métriques

espaces topologiques
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Chapitre I

Espaces topologiques, espaces
métriques, espaces normés

I.1 Espaces topologiques : définitions générales

Définition (Topologie, ouverts d'une topologie) Soit X un ensemble. On appelle topologie sur X
une famille T de parties de X, appelées ouverts, telles que
(O1) & et X sont des ouverts (i.e. &, X € T)

(O2) Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert, i.e. UO”‘ €T, V{O,, xn e A} C T

aeN
n

(O3) Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert, i.e. ﬂ Ojet, V{O;,i=1,..,n}ct
i=1
On dit alors que (X, T) est un espace topologique.
Remarques: 1. (O) est la propriété de stabilité par union quelconque et (O3) la propriété de
stabilité par intersection finie;
2. Par abus de langage, on écrira parfois “soit X un espace topologique” sans mentionner
explicitement la topologie ;
3. Il estimportant de retenir qu'une topologie est une collection de parties de X, c’est-a-dire
un sous-ensemble de P (X), I'ensemble de toutes les parties de X.

Exemples: 1. On peut définir pour tout ensemble X deux exemples extrémes de topologie :
T, = {{J, X} est la topologie grossiére C’est la topologie la moins riche (on dit la moins
fine) qu’on peut définir sur X, c’est-a-dire celle qui compte le moins d’ouverts.

T7; = P(X) (= ensemble des parties de X) est la topologie discrete. C’est la topologie la
plus riche (Ia plus fine) qu’on peut définir sur X, c’est-a-dire celle qui compte le plus
d’ouverts. En particulier, si x € X alors {x} est un ouvert de la topologie discrete.

2. On voit facilement que 'ensemble X = {1,2,3} peut étre muni de quatre topologies :
* la topologie grossiere 7, = {(J, {1,2,3}};
o la topologie discrete 7; = {5, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3}};
e et les deux topologies “intermédiaires” 71 = {7, {1},{1,2,3}} et » = {F, {2}, {1,2,3}}
(on vérifie facilement que ce sont bien des topologies sur X).
3. Lorsque X est un ensemble de cardinal infini, on peut lui associer une infinité de topolo-
gies.



Théoreme 1.1.1 (Topologie engendrée par un ensemble de parties de X) Soit X un ensemble et
X < P(X). Il existe une plus petite topologie (pour 'inclusion) T contenant X.. On I'appelle topologie
engendrée par . et on la note T(X). De plus :
(A) T(X) est consituée des unions d’intersections finies d’éléments de X
(avec la convention % =, 8 = X).

(B) Si X est presque stable par intersection c’est a dire si
(A, ApeXetxe AynAy =3 AzeXtelquex e Az < A1 n Ay)
alors T(X) est constituée de f, X et des unions d’éléments de L.

Preuve : Il existe au moins une topologie qui contient X : c’est la topologie discrete. En outre,
on peut facilement vérifier que toute intersection de topologies est une topologie : en effet, si
{Ti}ier est une collection quelconque de topologies contenant X alors :

1. g XenVi= L€\ T
2. 81 {O4, € A} € ;e T alors yep On € Nies T
3. s5i{Or, k=1---n} =i T alors (_; Ok = Nie; T
On peut alors définir 7(X) comme l'intersection de toutes les topologies contenant X. C’est

bien une topologie, elle contient X, et c’est la plus petite pour l'inclusion puisque toute autre
topologie contenant X est utilisée pour définir 7(X).

Soit T la collection des unions d’intersections finies d’éléments de X (avec la convention
U=, = X). T est une topologie car
%) o)
Ny Ng
1. si Ay = yep Un et Ay = UﬁeB Vg avec U, = iﬂlu,x,. et Vg = jﬂlvﬁj, alors

Ny Np
A1ﬁA2: U UamVﬁ: U (ﬂuaiﬁﬂvlgj)
weA,BeB xeA,BeB i=1 j=1

qui est une union d’intersections finies. En itérant, on en déduit que T est stable par
intersection finie.

2. La stabilité par union quelconque est triviale (une union d’unions d’intersections finies
est une union d’intersection finies).

3. La convention garantit que &, X € T.
On a bien str ¥ < T. En outre, par définition de 7(X) et en raison de sa minimalité, on a
Y c 7(X) < T. Or toute intersection finie d’éléments de X est dans 7(X) (puisque c’est une

topologie) et toute union quelconque de ces intersections finies est encore dans ()
Conclusion: T < t(X) etdonc t(X) =T

N
Pour démontrer (B) on observe que d’apres (A) tout élément F € T(X) s’écrit F = u rgl) Vj, ot

iel k=1
Vi, ek

N(i N(i
D’apreés la quasi-stabilité par intersection Vx € kr(\ll) Vi, Vi, e Ztelquex e V; kr(wll) Vj.. Comme
N(i) N(i)
kglvik - U {x} - U Vl\ < kQIVik/
N(i) N(i)
xe NV xXe N'V;
=1k =1k



N(i) ’ o 14 Y4t
ona n Vi, = U V;, d'ou F = U U V;,. Tout élément de 7(X) peut donc s’écrire
=1
N(i) iel  N()
e 1 Vi xe@l Vi
comme une union d’éléments de X.. Réciproquement, il est clair que toute union d’éléments de

¥ est un élément de 7(X) d’apres (A). O

Remarques: 1. OnaX c 7(X) donc les éléments de X sont des ouverts de T(X) ;

2. On dit que X est une base d’ouverts de (X, 7(X)), c’est-a-dire que tout ouvert de 7(X)
peut s’écrire comme réunion d’intersections finies d’éléments de X (attention : la réunion
peut-étre quelconque). Lorsque X est stable par intersection, on a mieux : tout ouvert de
T(X) peut s’écrire comme réunion (quelconque) d’éléments de X.

Définition (Fermés d"une topologie) Soit X un espace topologique. On dit qu'une partie F < X est
fermée si son complémentaire F¢= X\F est ouvert.

Remarque: e Dans toute topologie (J et X sont a la fois ouverts et fermés car X\(J = X
est ouvert donc ¢F est fermé et X\ X = J est ouvert donc X est fermé.
¢ En général une topologie n’est pas stable par passage au complémentaire donc les fermés
n’ont aucune raison d’étre ouverts. Par exemple, sur ’ensemble X = {1,2, 3}, la collection
{,{1},{1,2,3}} est une topologie mais le complémentaire de {1} n’en fait pas partie.

Proposition I.1.2 Les fermés d'une topologie vérifient les propriétés suivantes :
(F1) & et X sont fermés
(F) toute union finie de fermés est fermée
(F3) toute intersection quelconque de fermés est fermée

Preuve: (F;) cf remarque précédente
n
(F,) SiF = 'UlFi est une union de fermés alors X\ .61 F = ,rnle\Fi est une intersection finie
1= 1= 1=

d’ouverts donc un ouvert. Donc F est fermé.
(F3) SiF = n F,alors X\F = UaeAX\F"‘ est ouvert donc F est fermé.
aeN

union quelconque d’ouverts

O

Remarque : On démontrera plus loin que les intervalles ouverts de R sont des ouverts de
la topologie naturelle sur R et que les intervalles fermés sont des fermés. On remarque que

n]-1, 11 = {0} qui est fermé donc on n’a effectivement pas stabilité par intersection non

n=1" " ’'n
finie d’ouverts. De méme [ J,¢_1,1({x} est une union quelconque de fermés qui coincide avec
I'ouvert |—1;1[ donc il n’y a pas en général stabilité des fermés par union quelconque.

Définition (Voisinage) Soit X un espace topologique. On dit que V c X est un voisinage de x € X
s’il existe un ouvert O € T tel que x € O < V. En d’autres termes, V est un voisinage de x s’il contient
un ouvert contenant x. On note V(x) 'ensemble des voisinages de x.

Proposition 1.1.3 U < X est un ouvert si, et seulement si, il est un voisinage de chacun de ses points.
Autrement dit :
UeteVxel, UeV(x).



Preuve : = Trivial en prenant O = U
<VxelUUeV(x) =30, ettelquex € Oy € U.Ona U = |, {x} et pour tout x € U,
x € Oy < U. On en déduit que U = | J,¢; Ox est une union d’ouverts; c’est donc un ouvert. [

A T'aide des propriétés des ouverts on démotre facilement la proposition suivante :

Proposition I.1.4 Soit X un espace topologique
(i) Chaque point x € X admet au moins un voisinage
(ii) SiN e V(x) et N c Malors M € V(x)
(iii) NMeV(x) = NnMeV(x)
(iv) VYx € X et YN € V(x) alors IW € V(x) tel que Yy € W, N € V(y)

Remarque : Ces propriétés induisent, si on les voit comme des définitions, une maniére alter-
native de définir une topologie grace a la notion de filtre de voisinages (cf Dixmier, Wagschal).

Définition (Base de voisinages) Soit (X, T) un espace topologique et x € X. On dit que BV (x) <
V(x) est une base de voisinages de x si tout voisinage V de x contient un élément W de BV (x). En
d’autres termes

VVeV(x) IWeBV(x) Wc V.

Définition (Espace topologique séparé) On dit qu’un espace topologique est séparé s'il vérifie la
propriété de séparation de Hausdorff :

x#y=3U,Ver, xel, yeV, UnV=g

La topologie discrete est séparée (puisque si x + y, {x} et {y} sont deux ouverts disjoints qui
les séparent). La topologie grossiere ne l'est pas (puisque le seul ouvert non vide est I'espace

X tout entier).

Les espaces topologiques non séparés sont rarement utilisés en analyse. La propriété de séparation
permet notamment de garantir 1'unicité d"une limite.

I.2 Espaces métriques — espaces normés

[.2.a Distance

Définition (Distance sur un ensemble) On appelle distance (ou métrique) sur un ensemble E une
application d : E x E — R vérifiant les propriétés :

Symétrie (D1) d(x,y) =d(y,x) Vx,y € E

Séparation (Dy) d(x,y) =0 x =y

Inéqalité triangulaire (D3) d(x,y) < d(x,z)+d(y,z) Vx,y,z€ E
On dit que (E,d) est un espace métrique.

Remarque : d est nécessairement a valeurs dans [0, +oo] car
(D3) = d(x,x) < d(x,z)+d(z,x) doncd(x,z) >0Vx,z
—

—. —

=0par (D) =2d(xy) par (D;)
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Exemples: 1. on vérifie facilement que l'application x,y € R | x — y | est une métrique
sur RR.

2. des qu'un ensemble peut étre muni d’une métrique, il en admet forcément une infinité
car si d est une métrique, Ad avec A > 0 est aussi une métrique.

3. on rappelle que sur RY les applications suivantes sont des distances (cf TD)

N

1
X = (%1, 30), Y = (Y1, yn) = X =Y |lp= Q) | xi—wi "), Vp=1
i=1

X = (51,00 20), Y = (91, ) I X=X o= max ||

.....

4. Soit E un ensemble non vide et X = EN* I'ensemble des suites x = (x;,),>1 d’éléments
min{n, x, # Yp}Six #y
+oosix =y

(AveclechoixE=Retx=(_ 0 , 3 , 8 , m ,412,.)y=(_0 , 3 , 8 , 5 ,2.)
e e ——
X1 X2 X3 X4 n 2 Y3 Yq

on a par exemple p(x,y) = 4).

de E. On pose p(x,y):{

1
Il pley)
(X,d) est un espace métrique (la preuve est laissée en exerc1ce).

On définit ensuite d(x,y) = avec la convention = = 0. Alors on peut vérifier que

5. Soit E ’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R de carré intégrable, i.e..
={f:1]0,1] - R continue S(l) | f(x) > dx < +o0}

Alors d(f,g) J | f(x x) |2 dx)% est une métrique sur E (cf T.D.)

6. On définit la distance triviale (ou discréte) sur un ensemble E par

1six #
d(x,y):{ Osix:]y/

On dit que (E, d) est un un espace discret.

I.2.b Norme, espaces normés

Définition (Norme sur un espace vectoriel) Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. Une norme
sur E est une application.
-1+ E->R
x = x|

vérifiant les axiomes suivants.
1) Vx,ye E,||x +y| < |x|| + |y|| Inégalité triangulaire
2) VA e K, |Ax] = [A]|x|
3) x| =0<x=0
Un espace vectoriel muni d'une norme est appelé espace vectoriel normé (ou espace normé).

Remarques: e |-| esta valeurs dans R* car 0 = ||x — x| < 2||x|| d’apres 'inégalité trian-
gulaire.

11



¢ On a la formule importante :

vey, Ll =lyl] < fx =yl

En effet [lx + (y — x)|| < x| + [y — x| donc |ly]| < |x[ + |y — x[ d’out [y — || < [ly — x].
En échangeant x et y on obtient ||x| — ||y| < ||x — v/, d’ot1 la conclusion.
Exemples : Voici quelques exemples d’espaces normés.
N N
o |x|1 = Z|xil, [x]2 =4/ Z |xi]* et x| = max {x;} sont des normes sur RN
i=1 i=1 ie’{1,..,N}
e Soit E = C([a, b], R)= espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans R.
b 1
Ifllo = SuPyepplf(x)] €t, V1 = p = oo, |f]p = (§,IIf (x)[|[P dx)» sont des normes sur
C([a, b],R).
o o = {x = {x1,x2,...,%n,...}, Xy € R,n - 4oolim,_, yox, = 0} est un espace vectoriel
normé (e.v.n) pour la norme x| = sup, p+ | Xn|-

% 1
o 0, ={xeRN, (3 j|xu|P) < +00} est un e.v.n pour la norme lxlle, = (n§0|xn|”) 2
Vérifions maintenant qu’il existe une métrique naturelle sur un espace normé.

Proposition 1.2.1 Soit E un espace normé. L'application d : (x,y) € E x E — |x — y| est une distance
sur E. En outre, d vérifie les propriétés suivantes :

o d(x+2z,y+2z) =d(x,y) (Invariance par translation)

o d(Ax, Ay) = |A|d(x,y) (Homogénéité).

Preuve:Onad(x,y) = [|[x —y|| = |y — x| = d(y, x). On observe ensuite que d(x,y) = 0 < |x —
yl =0 & x = y.Enfin d(x,y) = |x—y| = [x—z+2—y] < |x 2| + |z—y] = d(x,2) +d(z,y)
donc d est bien une distance. Par ailleurs, d(x +z,y+2z) = [x+z— (y+2)| = |[x —y| = d(x,y)
etd(Ax, Ay) = |Ax — Ay| = [M|x —y| = Ad(x,y). O

I.2.c Topologie engendrée par les boules ouvertes d'un espace métrique

Nous introduisons a présent les notions de boules ouvertes et boules fermées dans un es-
pace métrique, puis nous ferons le lien avec les ouverts et fermés vus précédemment.

Définition (Boules “ouvertes” et “fermées”) Soit (E,d) un espace métrique, x € E et r > 0.
La boule "ouverte” de centre x et de rayon r est B(x,r) = {y € E,d(x,y) < r}
La boule "fermée” de centre x et de rayon r est B(x,r) = {y € E,d(x,y) < r}.

Remarques: 1. DansR, B(x,r)=]x—r,x+r[etB(x,r)=[x—rx+7]

2. Contrairement a ce que leur nom indique, les boules associées & une métrique ne sont pas
nécessairement rondes ! Dans R? les applications d; et dy, définies par di(x,y) = |x; —
y1| + |x2 — y2| et doo(x, ) = max (|x1 — y1|, [x2 — y2|) sont deux métriques. Leurs boules
associées sont des carrés! En effet B, (0,1) = {(x,y) € R? |x|+ |y| < 1} et By, (0,1) =
{(x,y) e R?, |x|, [y < 1}.

Proposition 1.2.2 La collection des boules ouvertes ©. = {B(x,r),x € E,r > 0} est presque stable par
intersection.

Preuve :Soit z € B(x,r1) n B(y,r2). On a B(z,r1 —d(x,z)) < B(x,r1), B(z,ro —d(y,z)) <
B(y, 1) etdonc B(z, min(ry —d(x,z),r2 —d(y,z))) < B(x,r1) n B(y,12). O

12



On déduit directement du théoréme 1.1.1:

Théoreme 1.2.3 (Topologie naturelle d"un espace métrique) La topologie engendrée par la collection
des boules ouvertes d'un espace métrique (E,d) est constituée de &, X et des unions quelconques de
boules ouvertes. En particulier toute boule ouverte est un ouvert.

C’est la topologie naturellement associée a 1’espace métrique car c’est la plus petite topo-
logie contenant les boules ouvertes. Les boules ouvertes forment une base de cette topologie
pour reprendre la terminologie que nous avons introduite a la suite du théoreme 1.1.1.

Définition (Espace topologique métrisable) On dit qu’un espace topologique (X, T) est métrisable
s'il existe une métrique d sur X dont la topologie naturelle coincide avec T. Autrement dit les ouverts
définis par d coincident avec les ouverts de T.

Il faut bien comprendre la portée de cette définition. Il est toujours possible d’associer une
distance a un ensemble : on peut par exemple prendre la distance discréte. En revanche, si on se
donne un ensemble X et une topologie T sur X alors il n’est pas automatique qu’on puisse trou-
ver une distance naturellement associée a 7. Il existe des espaces topologiques non métrisables,
par exemple I’ensemble des fonctions de R dans {0, 1} muni de la topologie produit. Mais les
exemples les plus courants d’espaces topologiques sont métrisables.

I.2.d Owuverts et fermés dans un espace métrique

Proposition 1.2.4 Soit (E,d) un espace métrigue. Un ensemble U < E est ouvert ssi Vx € U,3 ry > 0
tg B(x,ry) c U

Preuve : = D’apres le théoreme 1.2.3 qui précéde, U = Uyep By ol {B,} est une famille de
boules ouvertes. Soit x € U, 3« tel que x € B,. B, peut s’écrire B(a, r). Alors B(x,r —d(a, x)) <
N———

noté r,
B(a,r) c U.
<OnaB(x,r) cU= uuB(x, ry) € UdoncU = uuB(x, rx). Il est ouvert d’apres le théoréme
Xe Xe
précédent. O

Corollaire 1.2.5 La boule fermée B(x,r) = {y, d(x,y) < r} est un fermé.

Preuve : Il suffit d’établir que son complémentaire est ouvert. Or z € (B(x,r))" est tel que
d(x,z) > r. Donc Va € B(z, %) on a d(a,x) > r (faire un dessin) d’out B(z, %) c
(B(x,7))¢ ce qui montre que (B(x,r))¢ est ouvert. O

Exemple: 1. Dans R, toutintervalle a,b[ (a < b) est un ouvert puisque |a, b[= B(%5?, 52)).
On peut aussi remarquer que Vz €]a, b[, B(z, min(z —a,b — z)) c|a, b|

2. Dans R, [1,2[ n’est pas ouvert car Vr > 0, |1 —r, 1 + r[ n’est jamais inclus dans [1, 2]
Or 1 € [1,2] donc la proposition précédente ne s’applique pas.

3. ] —2,3[x]0,1[ est ouvert dans R? muni de la topologie naturelle associée a la distance
euclidienne.

4. [-2,3]x]0,1[ n’est ni ouvert ni fermé.
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Corollaire 1.2.6 Si (E, d) est un espace métrique, V < E est un voisinage de x € E si et seulement s'il
existee > 0tq B(x,e) c V.

Remarque : Dans un espace topologique général, V est un voisinage de x s’il existe O ouvert
tq x € O c V. Dans un espace métrique on peut préciser I'ouvert : V est un voisinage de x s’il
existee > 0tqx € B(x,e) c V

Nous avons donné un exemple ci-dessus de produits d’intervalles ouverts. Plus généralement,
comment définit-on les ouverts du produit de deux espaces métriques? On rappelle que si
E1, E; sont deux ensembles alors E; x E; = {(x1,x2), x1 € E1, x2 € Ez}.

Proposition 1.2.7 (Métrique produit) Soient (Eq,dq) et (Ez, da) deux espaces métriques, on peut mu-
nir le produit Eq x E; de la distance naturelle définie par 5((x1, x2), (y1,y2)) = max(dy(x1,y1),d2(x2,Y2)).

Remarque : Il est facile de vérifier qu’il s’agit bien d’une métrique. Plus généralement, on peut

munir E; x E; d’un infinité de métriques, parmi lesquelles par exemple &1 ((x1, x2), (y1,12)) =
1

(1, y1)| + lda(x2, y2) | 0w 82 ((x1, x2), (y1,¥2)) = (ld2(x1, 1) ? + |d2(x2,y2)[*)2. Onad < &y <

26 etd < & < OV2.

Proposition 1.2.8 La boule de centre (x1,x2) et de rayon r de E1 x Ey muni de la métrique produit
naturelle est le produit Bg, (x1,7) % Bg, (x2,7).

Preuve: Sid((x1,x2), (y1,y2)) < ralorsy; € Bg(x1,7) etys € Be(xa,r) d’ott B, «£,((x1,X2),7) <
Bg,(x1,7) x Bg,(x2,7) Réciproquement : Si (y1,y2) est tel que dq(x1,x2) < retda(x1,x2) <7
alors 6((x1,x2), (y1,2)) < r d’out I'égalité Br, g, ((x1,x2),7) = BE,(x1,7) x Bg,(x2,7) O

Proposition I.2.9 (Produit d’ouverts) Si Uy et Uy sont des ouverts de Eq et E, respectivement, alors
Uy x Uy est un ouvert de E; x Ey muni de la métrique produit naturelle (on verra plus loin que c’est
vrai pour toute autre métrique sur Uy x Uy). On appelle ouvert élémentaire un ensemble de la forme
Uy x Uy ont Uy est un ouvert de Ey et Uy est un ouvert de Ep. Tout ouvert A < Eq x Ejp peut s’écrire
comme union d’ouverts élémentaires.

Preuve : Soient U, U sont des ouverts de E; et Ep, (x1,x2) € E; x Ep = 3r tel que Bg, (x1,7) <
U1 et BEz(XZ,T’) (e UQ d’ou BElez((xLXZ)/r) = BEl(xl,r) X BEZ(XZ/V) c U1 X UQ = Ll1 X LIz
ouverts.

Réciproquement, si V est un ouvert de E; x E; alors V(x;, x2) € V,3rp tq Be,E, ((x1,x2),112) ©

~

g

=B, (x1,112) X BE, (¥2,112)

VdoncV = ( u) Bg, (x1,712) x BE,(x2,712) (union d’ouverts élémentaires). O
x1,x2)€V

Remarque : Plus généralement on peut munir le produit E; x ... x E,; de n sous-espaces métriques
(E1,d1),...,(Ey, dy) de la métrique 5((x1,...,Xn), (Y1,---,Yn)) = maxd;(x;,y;)

1<i<n
. n . . 2 . 7 21 2 .
et une partie Vc ]_[1-21 E; est ouverte si, et seulement si, elle est réunion d’ouverts élémentaires

de la forme U; x ... x U, ou Vi, U; est un ouvert de E;. De la méme fagon on peut munir le

produit de n espaces normés E; x ... x E, de la norme. ||(x1, .. .,xn)||1—[;1:1 E = 1r£11a<>;||x1-||gl.

On peut généraliser au produit dénombrable d’espaces normés (ou métriques) en choisissant
une norme (métrique) adaptée.

On peut plus généralement définir une topologie pour le produit quelconque d’espaces topo-
logiques ; comme on 1’a vu, on obtient dans certains cas une topologie non métrisable.
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Proposition 1.2.10 Un espace métrique est toujours séparé

Preuve : En effet si x,y € E alors B(x, d(é’y )) et B(y, w) sont deux ouverts contenant respec-

tivement x et y, et vérifiant B(x, w) N B(y, W) = . 0

La proposition suivante est tres utile pour construire des suites convergentes dans un es-
pace métrique.

Proposition 1.2.11 Si (E, d) est un espace métrique alors

1. Tout point x € E admet une base dénombrable de voisinages BV (x) = {B(x, -1:), n € N};

7 il
2. B={B(x, n%rl), x € E, n € IN} est une base d’ouverts de (E,d).

Preuve : Le premier point est une conséquence directe du corollaire 1.2.6. Pour montrer le se-
cond, on sait déja que tout ouvert de la topologie canoniquement associée a (E,d) est une
union de boules ouvertes B(x,7), x € E,r > 0. Or Yy € B(x,r), 3n, € N, B(y, L) < B(x,7)

1
donc 1
B(x,)= |J B, ),
yeB(x,r) Mty +1
ce qui montre que B est bien une base d’ouverts de (X, d). O

[.3 Intérieur et adhérence

Définition (Intérieur) Soit X un espace topologique et A — X. On appelle intérieur de A et on note A
le plus grand ouvert (au sens de l'inclusion) inclus dans A, défini par

O

A= U u.
UcA
U ouvert

[e]
Si A ne contient aucun ouvert on a bien siir A =

Remarque : Cette définition est également une proposition : c’est la stabilité par union quel-
conque qui garantit que 'union de tous les ouverts contenus dans A est un ouvert contenu
dans A. C’est évidemment le plus grand ouvert inclus dans A.

Remarque : VU ouvert © A, onabienstr U c A c A.

Définition (Adhérence et points adhérents) Soit X un espace topologique et A < X. On appelle
adhérence de A et on note A le plus petit fermé contenant A défini par

A= (| F
FoA
T fermé

Les points de A sont appelés points adhérents de A.

Remarques: 1. A estbien un fermé par stabilité des fermés par intersection quelconque.

2. On a par définition A c A < AetVFfermé D A, AcF

15



La proposition suivante fournit une caractérisation utile de I'adhérence :

Proposition 1.3.1 On a I'équivalence
xeA <« VYU ouvertcontenantx, UNnA # &

et, par conséquent,
x€A <= toutvoisinage de x rencontre A.

Preuve : = Soit x € A. Supposons qu'il existe un ouvert U tel que x € U et U n A = . Alors
X\U est un fermé qui recouvre A et qui ne contient pas x. Or, on a par minimalité, A < X\U.
Comme x € A et x ¢ X\U, on aboutit a une contradiction.

< Si V U ouvert contenant xona U N A # J maissi x ¢ A alors x € X\A qui est ouvert
donc 3V ouverttqx € V < X\A et V n A = . Contradiction. O

De la méme fagon, on a la caractérisation suivante :

Proposition 1.3.2 On a I'équivalence

xeA < U ouvert, xelUcCA

c’est-a-dire
o
xe A <= Aestunvoisinage de x

[e]
Preuve : = si x € A alors x appartient a un ouvert inclus dans A, donc A € V(x).
< si A est un voisinage de x alors il existe un ouvert contenant A et inclus dans A dong,
]

par maximalité de I'intérieur, x € A. O

Les définitions de ’adhérence et de I'intérieur peuvent étre facilement précisées dans le cas
des espaces métriques :

Proposition 1.3.3 Soit (E,d) un espace métrique et A  E. Alors

1) xe;\<:>36>0th(x,e)cA
2) xe Ae=Ve>0,B(x,e) nA#J

Preuve:VA C E .
1) = x € A, A est ouvert donc 3e > 0 tg B(x,e)c Ac A
< S'il existe € > 0 tel que B(x,e) — A alors B(x,€) est un ouvert inclus dans A, donc
dans A, d’ot1 x € A.

2) = Six € A tout voisinage de x rencontre A donc en particulier B(x,r) rencontre A pour

toutr > 0.
< Soit V un voisinage quelconque de x. Il existe r > 0 tq B(x,r) < V. Par hypothése
B(x,r) rencontre A donc V rencontre A d’ot1 x € A. O

Définition (Frontiere) Soit X un espace topologique et A = X. La frontiere de A est I'ensemble 0A =
A\A.
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Proposition 1.3.4 La frontiere est I'ensemble des points dont tout voisinage rencontre a la fois A et
X\A.

Preuve : Tout voisinage de x € JA rencontre A car x € A, et rencontre X\A car x ¢ A. En effet

x € A = 3U ouvert tgx e U c Adoncux ¢ A = ¥ U ouvert contenant x, U ¢ Acad.
Un(X\A) # . O

On a la traduction immédiate dans un espace métrique :

Corollaire 1.3.5 Si (E, d) est un espace métrique et A c E alors

xedA<Vr>0,B(x,r)nA+ g e B(x,r)n(X\A) £J.

Exemples: 1. Si A = [1,2][dans R, alors A =]1,2[, A=[1,2] et 0A = Z\;ZX ={1,2}.

2. Si A ={(x,y) e R*/x> +y* <4} = B(0,2), alors A = B(0,2) = {(x,y) € R,4/x2+y2 <
2}et A = A.

3. Si A = [~2,3]x]0,1[ alors A=] — 2,3[x]0,1[ et A = [~2,3] x [0, 1].

4. AOn a toujours B(x,r) < B(x,r) car B(x,r) est un fermé contenant B(x, 7). En revanche
lI'inclusion peut étre stricte : si E est un ensemble comportant au moins deux éléments et

muni de la distance discréte et sia € E, alors B(a,1) = E, B(a,1) = {a} et B(a,1) = {a}.

Définition (Distance & un ensemble) Soit A une partie non vide d'un espace métrique (E,d). On
définit la distance a A par

d(x,A) =inf{d(x,a),a € A}

Proposition 1.3.6 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d). Alors :
i) Vx,y € E,|da(x) —da(y)| < d(x,y) i.e. la fonction x € E — d4(x) € R est 1-lipschitzienne
donc en particulier continue.
i) xe Aeds(x) =0

Preuve: i) Soitae Aetx,yecE
da(x) = d(x,y) < d(x,) - d(x,y) <d(y,0) (L1)
On échange le role de x,y pour en déduire que
da(y) —d(y,x) < d(x,a) (1.2)

(I1) est vraie Vad'ouda(x) —d(x,y) < glzgd(y, a) =da(y).
De méme (1.2) = da(y) —d(x,y) < da(x) d’ou|da(x) —da(y)| < d(x,y)

ii) = Soit x € A. D’apres la proposition 1.3.3 Ve > 0, B(x,€) n A # ¢J. Soita € B(x,€) n A,
d(x,a) < edoncdy(x) < e. C'est vrai pour tout € > 0 donc d4(x) = 0.
< sida(x) = 0 alors infyes d(x,a) = 0 donc Ve > 0, Ja. € A tq d(x,ac) < € d'out
ac € B(x,€) n A. C’est vrai Ve > 0 donc d’apres la proposition 1.3.3 x € A. O
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Proposition 1.3.7 Soit X un espace topologique et A < X. Alors :
1) X=X
2) Ac A

3) A=A

4) AnB=AnB.

Preuve: 1. car X est ouvert.
2. par définition.
3. car A est ouvert.

4. §oit V=AnB. VOC Aom B donc VOC Aoet VcBV est ouvert doncVc Ac AetV c
Bc BdouV c AnB.Enoutre, An B < An Bet An B est un ouvert nécessairement
inclus dans V' qui est le plus grand ouvert inclus dans A n B. On en déduit I'égalité. [J

e}
—

Remarque:OnatoujoursAu}%c (AU B).Eneffet A c AetBc BdoncAu]%c AuUB.Or

o
o o ——

AU Bestouvertdonc A U B ¢ (A U B). L'égalité n’a pas toujours lieu:si A =|0,1] et B = [1, 2]
alors A =]0,1], B =]1,2[donc A U B =]0,1[u]1,2[. En revanche A U B =]0,2[= (m)

Proposition 1.3.8 Soit X un espace topologique et A < X

1) J=0.
2) écz.
3) A=A.

4) AuB=AUB.
Preuve: 1. car J est fermé
2. par définition.
3. car A est fermé.
4. VP c X, (P)¢ = (P°). En effet le complémentaire du plus petit fermé contenant P est le

o\ C
plus grand ouvert inclus dans P¢. De méme <P> = (PC). On en déduit que (A U B)C

o o o

= (AUB)® = AC A BC. D’apres la proposition 1.3.7 AC A BC = (A) n (B%) = @C 8
B = (AuB)Cdon AUB=AUB. 0

Remarque : L'inclusion A n B © A n B est toujours vraie mais elle peut étre stricte dans cer-
tains cas. Par exemple [0,1[n]1,2] = &f mais [0,1] n [1,2] = {1}.

Définition (Points isolés, points d’accumulation, points adhérents) Soit X un espace topologique
et Ac X.

o Un point x € A est un point isolé de A s'il existe V € V(x) tel que V. n A = {x};

o Un point x € X est adhérenta Asixe A;
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e Un point x € X est un point d’accumulation de A si x € A\{x}, c’est-a-dire
VWeV(x), JaeA afxetacV.
Un point d’accumulation de A est donc un point adhérent a A qui n’est pas un point isolé de A.
Dans un espace métrique on peut, pour simplifier, utiliser des boules pour voisinages :

Définition (Points isolés, d’accumulation et adhérents dans un espace métrique) Soit (E,d) un
espace métrique et A  E.

o Un point x € A est un point isolé de A s'il existe € > 0 tel que B(x,e) n A = {x};

o Un point x € X est adhérent a A si x € A, c’est-a-dire Ve > 0, B(x,e) n A + & ;

o Un point x € X est un point d’accumulation de A si x € A\{x}, c’est-a-dire

Ve >0, dae AnB(x,e) et aF x.
Exemples: 1. Si A = {0}U]1,4], 0 est un point isolé¢ de A, A = {0} u [1,4], les points d’ac-
cumulation de A constituent I’ensemble [1,4], A =|1,4[et 0A = {0,1,4}.
2. Si B = {0}, 0 est point isolé de B, B = {0}, B ne possede pas de points d’accumulation et
B=w.
Définition (Partie dense) On dit que A < X est dense dans X si A = X.
Proposition 1.3.9 A dense dans X < A rencontre tout ouvert non vide de X

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.1. ]

Définition (Espace topologique séparable) Un espace topologique X est séparable s'il possede une
partie dénombrable et dense i.e. sil existe {xp}nen < X tq {x,, n € N} = X.

Remarque : Ne pas confondre ”séparable” et “séparé” qui, bien qu’issus du méme radical,
désignent deux notions tres différentes.
X séparable = X contient une partie dénombrable et dense

xel
Xséparé=Vx £ ye X,dU,Vouvertsc Xtq{ yeV

Uunv=y
L’anglais fait mieux la distinction puisqu’on y parle de separable space (espace séparable) et de
Hausdorff space (espace séparé, c’est-a-dire vérifiant la propriété de séparation de Hausdorff).

Proposition 1.3.10 Soit (E, d) un espace métrique séparable. Alors il existe une famille dénombrable de
boules ouvertes (By)nen telle que tout ouvert de (E,d) est la réunion d'une sous-famille de (B, ) peN-

Preuve : Soit (a,),en une suite dense dans (E,d), O un ouvert de (E,d) et x € O.3B(x,r) € O
car O est ouvert. On choisit m € N* tq L < % puis n tq d(x,a,) < L (c’est possible car
E = {@u}pen donc dy,,y,  (x) = 0).Sid(ay,y) < L, onad(x,y) <d(xa,) +d(any) <2 <r
donc x € B(ay, ) < B(x,r). Comme O = | J,co{x} et comme pour chaque x € O on peut

trouver (ny,my) € N x N tel que x € B(a,,, m%) c O on en déduit que

1
0= U B(ay,, —)
xeO Mix

Les couples (ny,my) étant choisi dans 1’ensemble dénombrable IN x IN, il est clair que O est
une union dénombrable de boules B(a,, +). La proposition est ainsi démontrée en choisissant
comme famille la collection dénombrable de boules {B(a,, %), nelN, me IN*}. O]
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Corollaire 1.3.11 Tout ouvert de R peut s’écrire comme une union dénombrable d’intervalles ouverts.
VO ouvert ec R, O = uN]an, b, [. Plus généralement, tout ouvert de RN peut s’écrire sous la forme
ne

0= U (an,1y) et on peut méme choisir les centres a, dans QN.
nelN

14 Equivalence de métriques et de normes

On a vu qu’on peut définir dans un espace métrique une infinité de métriques quand on en
connait une. En effet si (E, d) est un espace métrique alors (E, Ad) I’est aussi pour tout A > 0.
L’exemple suivant montre une fagon moins triviale de définir une autre distance a partir d'une
distance d.

Exemple : Si (E,d) est une espace métrique, alors 6 = ﬁ
est bornée. En effet :
e J(x,y) =6(y,x)Vx,y € Ecard(x,y) =d(y,x)
e (xy)=0&dxy)=0x=y
e Vx,y,z, 0(x,y) < (5(x,z) +4(z,y). La fonction f(x) = 73 = 1— ﬁ est croissante sur
R*. En outre f'(x) = (1+x) .Posons g(x) = f(a+x) — f(a) — f(x) avec a,x > 0. Alors
¢ (x) = f'(a+x) — f'(x) < 0donc g est décroissante. Or g(0) = 0 donc g(x) < 0 pour
tout x > 0. On en déduit que la fonction f est sous-additive, c’est-a-dire f(a + x) <
f(a) + f(x), lorsque a,x > 0. Posons a présent a = d(x,y), b = d(x,z) etc = d(y,z).
On aa < b+ c. La croissance de f et sa sous-additivité impliquent f(a) < f(b+c) <
f(b) + f(c) d’ou I'inégalité triangulaire pour 4.
e Onabienstr0 < d(x,y) < 1doncd est bornée.

est aussi une métrique sur E et elle

Définition (Métriques topologiquement équivalentes) Soient dy, do deux métriques sur un en-
semble E. On dit que dy et dy sont topologiquement équivalentes si les topologies associées coincident
(c’est-a-dire si les ouverts sont les mémes).

Exemple : Il est facile d’exhiber des exemples de métriques non équivalentes. Sur R, la métrique
usuelle et la métrique discrete ne sont pas topologiquement équivalentes. Rappelons d’abord
que la topologie associée a la métrique discrete d; est la topologie discrete car Vr < 1, By, (x,7) =
{x} puisque {y,d;(x,y) <1} = {x}. On observe ensuite que le singleton {1} est un ouvert pour
la topologie discréte mais pas pour la topologie usuelle.

Proposition 1.4.1d; et dy sont topologiquement équivalentes < Vx € E,3r,s > 0 tq By, (x,5) <
By, (x,7) et By, (x,5) < By, (x,7).

Preuve : = Tout ouvert pour d; est aussi ouvert pour d, donc By, (x, ) est ouvert pour d;, donc
351 tq By, (x,51) € By, (x,7). De méme = By, (x,r) est ouvert pour d, donc 3s; tq By, (x,52) <
Bs, (x,7). On en déduit le résultat en prenant s = min(sy, s).

< Il faut d’abord vérifier que la double inclusion se généralise par homothétie. Il suffit d’ob-
server que les boules ouvertes B;, forment une base de la topologie associée a d; donc, par
la relation d’inclusion, une base de la topologie associée a d. Par conséquent les topologies
coincident. O
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Définition (Distances quasi-isométriques (ou Lipschitz-équivalentes, ou fortement équivalentes))
On dit que dy et dy sont quasi-isométriques (ou Lipschitz-équivalentes, ou fortement équivalentes) s’il
existex, p > 0 tgq

Vx,y, adi(x,y) < da(x,y) < Bdi(x,y) 1.3)

Proposition 1.4.2 .
d1, dy quasi-isométriques = dq, d, topologiquement équivalentes mais la réciproque est fausse.

Preuve:.

Si d; et dy sont quasi-isométriques alors 3, B > 0 tel que Vx, y, adi(x,y) < da(x,y) < Bd1(x,y)
donc By, (x, %) C Bg,(x,1) car dqi(x,y) < § implique Bdi(x,y) < r donc da(x,y) < r. En outre,
By, (x,ar) < By (x,7) car da(x,y) < ar implique ad;(x,y) < ar d’ott d1(x,y) < r. En prenant
s = min{%,tx}, on a bien, By, (x,s) < By, (x,7) et Bg,(x,s) < By, (x,7). O

On va décrire ci-dessous un contre-exemple a la réciproque.

Exemple: .
Soit (E,d) un espace métrique. On a vu que d = ﬁ est aussi une métrique sur E. Nous allons
montrer que d et d sont topologiquement équivalentes mais pas quasi-isométriques en général,

Vx,y,14+d(x,y) = 1doncd(x,y) = % < d(x,y) ce qui implique By(x,r) < By(x,r). Soit

y € Bj(x,s), c’est-a-dire 115;(?)) < sdonc (1-s)d(x,y) <s5.510 <s <lonad(xy) < =
donc Bj(x,s) c By(x, 1Z5). Soit ¥ > 0 alors ;7 = rsis = I donc By(x, 115) < By(x,7).

On en déduit que d et d sont topologiquement équivalentes. Elles ne sont en revanche pas

quasi-isométriques en général. Il suffit pour s’en convaincre de poser E = R, d(x,y) = |x — y|

et d(x,y) = H'j;{'y‘ Alors 0 < d(x,y) < 1 mais xs;e};{d(x,y) = +oo donc #8 > 0 tel que

d(x,y) < pd(x,y).

Définition (Equivalence de normes) Soient Ny et N, deux normes sur un espace vectoriel E. On dit
que Ny et Ny sont (fortement) équivalentes s'il existe a, B > 0 tels que

Vx € E,aNp(x) < Ny(x) < BNa(x) (L.4)

Remarque : Il est fréquent de parler de normes équivalentes sans préciser qu'il s’agit d’équivalence
forte.

Exemple : Sur RN les normes || - |1,] - |2 et | - | sont équivalentes.

N N
En effet Vx € RN, |21 = % |x| < Nfx|o et £ || > ]
1= 1=

On a donc
[xlloo < [x]1 < Nllx]oo (I5)
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N 1 1
¥z = (E %)z < (N]x[%)7 = VNJx[o
[x]2 = [|x]o done
[€loo < ¢l < VN|lxoo (L6)

On en déduit que
1
N\lx\ll < |x[2 < VN|x|s 1.7)

Exemple : .
Sur E = C([0,1],R) (espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R) Les normes || - |1
et | - | ne sont pas équivalentes.

—n?x+nsixe [0, 2]
fn(x) - { 0 sur [%,1]
| frnlloo = SUP|fn(x)| =n
0]

I fulls = §o fu(x)dx = 1

[fuloo —> o0

Il n’existe aucun « > 0 tq
& falloo = | ful¥n (8)

Les normes || - |1, | - | ne sont donc pas équivalentes sur E = C([0, 1], R).
On a en revanche le résultat important qui suit dans le cas particulier de la dimension finie :

Théoreme 1.4.3 Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Preuve : Ce résultat important sera démontré plus loin dans le cours. O

I.5 Topologie induite. Sous-espace topologique

La définition suivante est également une proposition.

Définition (Topologie induite) Soit (X, T) un espace topologique et A < X.

On considere la collection d’ensembles T4 = {w n A, w € T} = ensemble des traces sur A des ouverts
de T. Alors T4 est une topologie sur A. On 'appelle topologie induite sur A par T. On dit que (A, T4)
est un sous-espace topologique de (X, T).

Exemple: e latopologieinduite sur Z par la topologie usuelle sur R est la topologie discrete
1 1
carVn e Z,{n} = Zm]n—i,n—i—i[
| S———

ouvert de R
~

ouvert de la topologie induite sur z
Les singletons sont des ouverts de la topologie induite sur Z donc celle-ci est bien la

topologie discrete sur Z.

e Dans R?, soit A = [0,1]x]1,2[. A n’est ni ouvert, ni fermé pour la topologie usuelle de
R2. En revanche A est ouvert pour sa topologie induite puisque A € T4 (il est a la fois
ouvert et fermé).
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Preuve : Montrons que T4 est bien une topologie sur A.
(O1) getXetdonc InA=getpetXnA=AE€14.
(O2) Soient {Q);}c; un ensemble quelconque d’éléments de 7,4. Par définition Vi, 3w; € T tq:

Ql‘ = W N A (19)
Ui =u(winA) = (Vwi) n A (110)
1 1 1

ouvert de 7 par stabilité

donc U(); est un ouvert de T4.
1

(O3) Soit {Q)y,...,Qy} un ensemble fini d’éléments de 4.

A= N(wgnAotlweeT (I11)
k=1 k=1
A Q= (A wg) NnA (112)
P k=1 K '
——

ouvert de 7 par stabilité

n
donc km ) est un ouvert de T4. ]
=1

Proposition 1.5.1 Soit (X, T) un espace topologique, A — X et T4 la topologie induite par T sur A.
Alors
a) (X, 7) séparé = (A, Ta) est séparé.
b) Les fermés de (A, Ta) sont les intersections de A avec les fermés de (X, T). On note Fy la
collection des fermés de A.
c) Les voisinages de a € A pour T4 sont les intersections avec A des voisinages de a € T
d) Si B < A l'adhérence de B pour T4 est la trace sur A de I'adhérence de B pour T c’est-a-dire

B*“=(B)nA

e) Aestunouvertde T < VO €Ty, O€T.
f) (Transitivité). Si A < B alors les topologies induites sur A par T et Tg sont les mémes.

Preuve:  a) Il suffit de remarquer si x & y € A alors, T étant séparée, il existe deux ouverts
UVdettelsquex e U,y e VetUnV = ¢J. En considérant les deux ouverts de 14
Un AetV n Aon conclut que (A, T4) vérifie la propriété de séparation de Hausdorff.

b) Montrons d’abord qu'un fermé de 74 est la trace sur A d’'un fermé de 7. Soit F un fermé

de A pour T4 (en particulier F ¢ A). Alors A\F € 14 donc Jw € 7 tel que A\F = w n A.
On en déduit que F = (X\w) n A et on peut conclure en observant que X\w est un fermé
de 7.
Montrons a présent que la trace sur A d’'un fermé de 7 est un fermé de t4. Si V est
un fermé de T alors X\V est un ouvert de T donc (X\V) n A est un ouvert de A donc
A\((X\V) n A) estun fermé de A. Or A\((X\V)n A) = A\(X\V) =AnVdoncAnV
est un fermé de A.

23



c) Soitae Aetw € Vi(a)doncIO e Ttelquea e O c w.Commea e A,onaae OnAcC
w N A. O n A € 14 par définition de la topologie induite donc w n A € Vi, (a).
Réciproquement, soita € A et V € Vi, (a). Par définition, V < A et il existe O € T4 tel
queac O c V.Soit () € T tel que O = (A n A. Alors () U V est une partie de X contenant
un ouvert de 7 (i.e. O) contenant 2. Donc Q u V € V(a) et comme ) n A < V on a bien
V=(QuV)nA.

d) Soit B — A. Alors B est le plus petit fermé de 74 contenant B et, si F(B) est 'ensemble
des fermés de T4 contenant B, on a B™ = (Mre F( B)F
OrVF e F(B),3Vr ferméde ttq F = Ve n A et Vy o B. On a donc

() F= N (VAA) =( N V) AA.

FeF(B) V fermé de 7,voB V fermé de t,VvoB

J

v~

_ET

e) Ona 14 = {w N Alw € 1}. La topologie induite par 73 sur A est {(w N B) n Aot w € T}.
OrAc Bdonc{(wnB)nA,weT}=14. O
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Chapitre I1

Limites — Continuité

II.1 Limite et valeurs d’adhérence d’une suite dans un espace topo-
logique

Définition (Limite d"une suite dans un espace topologique) Soit (x, ) neN une suite de points d'un
espace topologique (X, T). On dit que (x,)ueN converge vers £ si

VYV eV (¢), dng, Yn=ng,x, V.

On note lil}g x, = £ et on dit que { est la limite de (x,)
n—-+0o0

Proposition I1.1.1 (Limite d'une suite dans un espace métrique) Soit (E,d) un espace métrique et
(xn)neN une suite d’éléments de E.

no, xn € B(4,€)
no,d(x,, 0) <€

limx, =¢ < Ve>0,3Ingtqn
< Ve>0,dngtqgVn
< lim d(x,,¢) =0

n—+o

VoWV

Preuve :limx, = { = VV € V({), Ing Vn = ny, x, € V. En particulier avec le choix V = B(¥, €)

qui est bien un voisinage de ¢. On a donc montré que Ve > 0,3ny,Vn = ngy,x, € B({,¢€).

Réciproquement, soit V € V (/). V est un voisinage de ¢ donc 3¢ > 0 tel que B({,e) c V et

dng tel que pour tout n > ng x, € B(¢,€) < V donc lim,_, 15X, = ¢. On a prouvé la premiére

équivalence.

La seconde équivalence découle du fait que x, € B({,€) < d(x,, {) < €.

La troisieme équivalence est la traduction de la convergence vers 0 de la suite réelle (d(x,, ) ) nen-
O

Remarque : La notion de limite dans un espace topologique n’est réellement pertinente que
pour les espaces séparés.
Dans R muni de la topologie grossiére {J, R} toute suite (x,,),en admet pour limite n'importe
quel réel car Vy € R, V(y) = {R} donc n'importe quelle suite réelle a tous ses éléments dans
I"'unique voisinage de y.

Les espaces métriques sont beaucoup plus intéressants puisqu’ils sont toujours séparés,
comme on 'a déja vu.
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Proposition I1.1.2 (Unicité de la limite dans un espace séparé) Soit (X,E) un espace topologique
séparé. Si (x,,) converge vers £ et ¢’ alors ¢ = '

Preuve : Supposons ¢ # ('. L'espace étant séparé, 3V € V({) et IN e V(') tqV n W = (.
Onalimx, = ¢ = 3n; tel que Vn = ny,x, € Vetlimx, = ¢/ = In, tel que Vn > ny, x,, € W.
Contradiction des que n > max(ny, ny) car VW = . O

Proposition I1.1.3 (Caractérisation séquentielle de 1'adhérence d'une partie d'un espace métrique)
Soit (E,d) un espace métrique et A < E. L'adhérence A de A est égale i I'ensemble des limites de toutes
les suites convergentes d'éléments de A, c’est a dire

A={xeEAay) € A, nl_z;rfooan = x}.

Preuve :[<]Soitx = lirf a, avec a, € A Vn.Onadonc Ve > 0,3ng,Vn > ny,a, € B(x,€) donc
n—-+aoo

VYV e V(x)da, € Atqa, € Vdoncxe A.

Six e Aalors Vn > 0 AnB(x, 1) # & On choisit un élément de A n B(x, 1) qu’on
note a,. On a d(x,a,) < 1. On effectue ce choix pour tout n > 0. La suite (a,) ainsi construite
vérifie d(x,a,) < %,Vn > 0 donc nl_i)rfood(x, a,) = 0d’ott lim a, = x. Par construction on a

n——+4ao0

bien a, € A Vn. O]

Corollaire I1.1.4 Dans un espace métrique (E,d) une partie AC E est fermée si, et seulement si, elle
contient la limite de chacune de ses suites convergentes.

Preuve:.

A fermé = A = A puis on applique la proposition précédente.

{x € E,3(ay) c Alima, = x} = A d’apreés la propriété précédente. Par hypothese,
{x € E,3(a,) € Alima, = x} € Adonc A = A puisqu’on a toujours A < A. O

Définition (Valeur d’adhérence d"une suite dans un espace topologique) Soit X un espace topo-
logique. On dit que ¢ € X est valeur d’adhérence de la suite (a,) < X si

VW eV({),Vny,In=nptgx, eV

En d’autres termes tout voisinage de ¢ contient une infinité de termes de la suite.

Définition (Traduction dans un espace métrique) Soit (E,d) un espace métrique. On dit que ¢ € E
est valeur d’adhérence de (x,,) si Ve > 0, Vng, 3n = ny, x, € B({,€) c-a-d d(x,, () < €.

Remarque : Il faut bien faire la différence avec la définition de la limite. Pour une valeur
d’adhérence, on demande que pour tout € > 0 et pour tout 79 on puisse trouver au moins
un n > ng tel que x, € B(¢,€). Pour une limite, il faut que pour tout € > 0, il existe au moins
un 7y tel que pour tout n > np on ait x, € B({,€).

Exemple : 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de la suite (—1)". En effet, Ve > 0,Vn, (—1)"

B(1,€) et (—1)2"*1 € B(—1,¢).

€

Proposition I1.1.5 Soit X un espace topologique. Si (x,) — ¢ alors £ est valeur d’adhérence de la suite.
En outre, si X est séparé, { est l'unique valeur d’adhérence de la suite.
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Preuve : ¢/ = limx, = VV € V({),iN,Vvn > N,x, € V donc Vnp on peut trouver n >

max(N, ng) tq x € V donc ¢ est valeur d’adhérence de (x;).

Supposons a présent que X soit séparé et que (x,) admette une autre valeur d’adhérence ¢’ # ¢

(on continue a supposer que limx, = ¢). 3V e V() et We V({)tqV n W = F et Vng,In = ny

tel que x,, € W car ¢’ valeur d’adhérence donc Vng, 3n > ng tq x,, ¢ V ce qui contredit lim x,, = /.
(

Définition (Suite extraite) On dit que (Y, )neN est une suite extraite de (X, ) e S'il existe une appli-
cation, strictement croissante : ¢ : IN — IN telle que yu = X ().

De facon équivalente on dit que (Yx)kew est une suite extraite de (x,)neN S'il existe une suite stric-
tement croissante d’entiers ng < ny < ... < np < ... tels que yx = xp, (ce qui équivaut a définir

Yn = Xy(x) avec P(k) = ny).

Exemple : Les suites y, = 2n et z, = —(2n + 1) sont extraites de la suite x, = ((—1)"), car
Yn = Xon, (p(n) = 2n) et z, = xpp41, (Pp(n) =2n +1).

Proposition I1.1.6 (Caractérisation de I'ensemble des valeurs d’adhérence d"une suite dans un
espace topologique) Soit X un espace topologique et (x,)eN une suite d’éléments de X. L'ensemble
de ses valeurs d’adhérence est le fermé

A=), plxmm=n}.

Preuve : A est un fermé car c’est une intersection de fermés. y € A < Vn,y € {x,,, m > n} &
Vn,VV e V(0)Im = ntq x, € V < y est valeur d’adhérence de (xy,). O

Remarque : Cette proposition montre bien qu’il ne faut pas confondre les valeurs d’adhérence
de la suite (x,) avec les points adhérents a 'ensemble {x,,n € IN} (qui est {x,, n € N}). Par

exemple la suite (x, ) définie par x, = %,

n > 0 converge vers 0. 0 est la seule valeur d’adhérence
de la suite d’apres la proposition II.1.5 mais {x,,n € N} = {,n e N*} u {0}.

Il ne faut pas non plus confondre valeur d’adhérence de (x,) et point d’accumulation de
{x,,m € N} :six, = 0,Vn alors 0 est limite de la suite, donc valeur d’adhérence, mais 'en-

semble {x,,n € IN} = {0} n"admet pas de point d’accumulation.

Proposition IL.1.7 (1) Soit X un espace topologique et (x,) une suite d’éléments de X. Si (yx) =
(xn, ) est extraite de (x,) et converge vers £ € X alors { est valeur d’adhérence de (x,). Autrement
dit, dans un espace topologique quelconque, les limites de suites extraites sont valeurs d’adhérence
de la suite initiale.

(2) Réciproquement, si (E,d) est un espace métrique et si ¢ est valeur d’adhérence de (x,) alors
A(yn ) extraite de (x,,) qui converge vers {. Autrement dit, dans un espace métrique, toute valeur
d’adhérence est limite d'une suite extraite.

Remarque : Pour prouver la propriété (2), il faut pouvoir construire une sous-suite conver-
geant vers /. Ce n’est a priori pas possible dans n’importe quel espace topologique. C’est en
revanche possible dans les espaces topologiques a base dénombrable de voisinages, c’est-a-
dire tels que Vx € X il existe une famille dénombrable d’ouverts {A,, n € N} (dépendant de x)
tqVV € V(x),3n, A, < V.Comme on l'a vu, les espaces métriques ont cette propriété puisque
Vx on peut choisir A, = B(x, 1),n e N*.
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Preuve: (1) Soit V e V({)etnye N.On alimy; = ¢ donc Fko € N tel que Vk = ko, yx € V.
Par définition y, = x,, et on peut trouver k; > ko tel que ny, > ny donc Xny, € V. La
construction est possible pour tout V € V (/) et pour tout 1y € IN ce qui montre bien que,
pour tout V € V(/) et pour tout ny € IN, In, > ny tel que Xpy, € V, donc ¢ est valeur
d’adhérence de (xy,).

(2) Soit £ valeur d’adhérence de (x,). Alors Vn € IN*, 3m,, > n tel que d(xy,,, ) < % La
suite (xy,, ) est bien une suite extraite de (x,) qui converge vers /.

I1.2 Limite d’une fonction

Définition Soient X,Y deux espaces topologiques, f : X — Y une fonction et xg € X. On dit que
f(x) tend vers une limite yo € Y quand x — xo, et on note limy_,x, f(x) = yo, s'il existe pour tout
voisinage W de yo un voisinage V de xo tq x € V. = f(x) € W cest-a-dire f(V) c W.

Autrement dit

lim f(x) =yo < VW e V(y),3VeV(xy), f(V)cW.

X—Xq
Remarque : Si Y est séparé, la limite est unique.

Proposition 11.2.1 Soient (E,d), (F,d) deux espaces métriques, f : E — F une fonction et xy €
X,yo0 € Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :
() lim f(x) = o
(i) Ye > 0,3y > 0,Vx € E,d(x,x0) <n=9(f(x),y0) <€
(iii) Pour toute suite (ay), convergeant vers xo dans (E,d) la suite (f(ay,))neN converge vers yo
dans (F, ).

Preuve : (i) = (ii) découle de la définition en notant W = B;(yo, €) et V = By(xo, 17).

(ii) = (iii) Soit (a,) une suite d’éléments de E tq d(a,, x9) — 0. Soit € > 0,IN tq Vn > N,
d(ay, x0) < 1e (possible car d(a,, xg) — 0) donc Vn = N, (f(x,),y0) < €. On peut le faire pour
tout € donc nl_i)rfoof(an) = Yo.

(iii) = (i) On va raisonner par l’absurde et supposer que f(x) ne tend pas nécessairement
vers o quand x tend vers xo, donc qu'il existe € > 0 tel que ¥n > 0, 3a, € B(xo, =) vérifiant
3(f(an),y0) = €. La suite (a,) ainsi construite vérifie d(a,, xo) — 0 mais 5(f(a,),yo) = € donc
a, converge vers xo mais f(a,) ne converge pas vers yo. Contradiction. O

I1.3 Fonctions continues

Définition (Fonctions continues entre deux espaces topologiques) Soient X,Y deux espaces to-
pologiques et f : X — Y une fonction. On dit que f est continue en xg si limy_,x, f(x) = f(x0). En
d’autres termes VW € V(f(x9)),3V e V(xg) tgx € V = f(x) € W c'est-a-dire f(V) < W. De fagon
équivalente, on dit que f est continue en xo si YW € V(f(xg)), f~H(W) € V(xp).

On dit que f est continue sur X si elle est continue en tout point de X. On note C(X,Y) ou
CY%(X,Y) I'espace des fonctions continues de X dans Y.
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Le théoreme suivant est fondamental et joue un grand roéle dans la preuve de nombreux
résultats en analyse. On rappelle quesi f : X — Y et A c Y alors

fHA)={xeX, f(x) e A}.

Théoreme I1.3.1 Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X — Y. On a les équivalences suivantes :

f continue sur X
&
L'image réciproque d’un ouvert de Y est un ouvert de X
(i.e. VO ouvert < Y, f~1(O) est un ouvert de X)
&
L'image réciproque d'un fermé de X est un fermé de X
(ie. VF fermé < Y, f~1(F) est un fermé de X.)

Remarque : Cette propriété est utilisée dans certains ouvrages comme définition de la continuité

(d’ou découlent les autres propriétés que nous avons vues).

Preuve : On suppose que f est continue. Soit W un ouvert de Y et xp € fH(W).

Ona f(x9) € Wdonc W e V(f(x¢)) et, par continuité de f en xo, 3V € V(xp) tel que f(V) c W
d'ou V c f1(W) donc f1(W) € V(xg). f (W) est un voisinage de chacun de ses points,
c’est donc un ouvert.

Soit xg € X et yo = f(xp), montrons que f est continue en x(. On considére un ouvert w de
V(yo). Par hypothése V = f~1(w) est ouvert et contient xy. On a donc V € V(xp) et f(V) € w
donc f est continue en x( puisque le raisonnement s’applique pour tout ouvert w € V(yo).
C’est vrai Vxg € X donc f est continue sur X.

Pour montrer la seconde équivalence, on se ramene a la premiére en remarquant que
VB Y, fTH(BY) = (fT1(B))"
Eneffetxe (f 1(B))* < x¢ f 1(B) < f(x) ¢ Be f(x) e B« xe f (B). O

La preuve du théoreme repose sur des arguments locaux et permet d’en déduire en co-
rollaire 1’équivalence suivante (bien noter la derniere assertion qui découle du passage au
complémentaire dans la preuve)

f continue en xp € X
&
L'image réciproque d’un ouvert de Y contenant f(xg) est un ouvert de X contenant x
&
L'image réciproque d'un fermé de Y ne contenant pas f(xo) est un fermé de X ne contenant pas x.

Attention cependant a la derniere équivalence : on ne peut pas en général en déduire, si f n’est
pas globalement continue, que I'image réciproque d'un fermé contenant f(xp) est un fermé de
X contenant xo. Il suffit de considérer la fonction f : R — R qui vaut 0 sur R et 1 sur RT.
Alors, si xg = —% le singleton {0} est bien un fermé de Y contenant f(x) mais f~!({0}) = Ry
n’est pas fermé.
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Remarque : A\Les équivalences qui précédent font intervenir f~!. En général, I'image d'un
ouvert de X par f n’est pas un ouvert de Y méme si f est continue, comme le montre I'exemple
ci-dessous. Il en va de méme pour I'image d'un fermé qui n’est pas nécessairement un fermé.

Exemples: o f(x) =x?>surR.Ona f(R) = [0, +00|. R est ouvert mais [0, +o[ ne l’est pas.

e f(x) = arctan(x), f est continue sur R. On a f(R) =] — Z, 5[ qui n’est pas fermé dans R.

Définition (Application ouverte) On dit que f : X — Y est une application ouverte si l'image de
tout ouvert de X est un ouvert de Y.
On dit que f est une application fermée si l'image de tout fermé de X est un fermé de Y.

On peut facilement déduire du théoreme précédent les propriétés suivantes :

Proposition I1.3.2 f continue < f~1 ouverte < f~! fermée.
f ouverte et ! fonction < f~! continue.

Remarque : On rappelle qu'une application f : X — Y est une relation associant tout point de
X a un unique point de Y. Une fonction associe tout point de X a au plus un point de Y et son
domaine de définition est précisément I’ensemble des éléments de X qui ont une image par f.
Pour éviter les lourdeurs, nous n’utiliserons pas explicitement le domaine de définition dans
les énoncés car les preuves sont analogues.

Proposition 11.3.3 Soient X,Y, Z trois espaces topologiques, f : X — Y, g : Y — Z, x9 € X,
Yo = f(x0) € Y. Alors :

(a) Si f est continue en x et g continue en yo = f(xo) alors g o f est continue en xg

(b) Si f est continue et Y est séparé alors f~'({y}) est fermé Yy e Y

(c) feontinue < VA < X, f(A) < f(A)

(d) Sifest continue en £ alors x, e = f(xn) o f()

Preuve:.
On rappelle que f est continue en xg si VW € V(f(xp)),3V < V(xg) tq f(V) c W
(a) Soit () un voisinage de go f(xp), IW € V(yp) et V € V(xp) tel que g(W) < Q et
f(V)cWdoncgo f(V) cQ
(b) Conséquence du théoreme précédent et du fait que {y} est fermé car Y est séparé (en
effet, soit A = Y\{y} et x € A. Comme Y est séparé, il existe V € V(x) et W € V(y) tels
que VW = . En particulier y ¢ V donc V < A. On a montré que tout point x de A
possede un voisinage inclus dans A, donc A est ouvert, d’ot1 {y} est fermé).
(c) A c f7Y(f(A)) c f~Y(f(A)) qui est fermé si f est continue donc A < f~1(f(A))
d’ou f(A) c f(A).
[=]Soit Fun ferméde Y et A = f~'(F) (donc F = f(A)). Par hypothese, f(A) c f(A) =
F=F= f(A)donc f(A) c f(A).llenrésulte que A = Ad’ott A = A et A est fermé.
L'image réciproque par f de tout fermé étant fermé, on déduit du théoreme précédent

que f est continue.
(d) VW € V(f(¢)),3V € V(¢) tq Vn = N,x, € V donc f(x,) € W. On a démontré que
VW e V(f({)),3N,V¥n = N, f(x,) € Wdonc f(x,) — f(£). O

Dans un espace métrique, la derniere propriété est en fait une équivalence.
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Proposition I1.3.4 (Continuité d'une application entre deux espaces métriques) Soient (E, d) et
(F,d) deux espaces métriques et f : E — F. On a les équivalences suivantes :

(1) Ve >0,3r >0, f(Ba(x,7)) < f(Bs(f(x),€)) *)
fcontinueenx e E < { (2) Ve >0,3r>0,VyeE, d(x,y) <r=46(f(x) f(y)) <e

(3) Pour toute suite (x,) convergeant vers x on a f(x,) oy f(x)
n—-+ao

Preuve:.
(1) Bs(f(x),€) € V(f(x)) donc la continuité de f implique qu’il existe V € V(x) tq
f(V) c Bs(f(x),€). Or V étant un voisinage de x, 3r > 0 tq By(x,7) c V
d'ou f(Ba(x,1)) < B(f(x),€)
[&]VW € V(f(x)),Je > 0tq Bs(f(x),e) € W donc Ir > 0tq f(By(x,7)) € W ce qui
implique la continuité de f car B;(x,7) € V(x)
(2) L'équivalence est immédiate a partir de la précédente car

y€By(x,r) &d(x,y) <r.

3) vu a la proposition 11.3.3.
découle de la proposition I1.2.1. ]

Définition (Convergence simple d'une suite de fonctions) Soient X, Y deux espaces topologiques,
f: X - Yet (fn)nen une suite de fonctions de X dans Y. On dit que f, converge simplement vers f si
Vx e X, fu(x) — f(x).

n—+0e0

Définition (Convergence uniforme d'une suite de fonctions a valeurs dans un espace métrique)
Soit X un espace topologique et (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite de fonctions (f,) de X
dans E converge uniformément vers une fonction f : X — E si

Ve >0, 3N, Vn = N, Yx e X, d(fu(x), f(x)) <e.

Théoreme 11.3.5 Si une suite de fonctions continues (f,) d'un espace topologique X dans un espace
métrique (E,d) converge uniformément vers f : X — E alors f est continue sur X.

Preuve : C’est une conséquence du résultat suivant appliqué en tout point de X. O

Proposition I1.3.6 Soit X un espace topologique, x € X, (E, d) un espace métrique et f : X — E.
On suppose que pour tout n € IN* il existe une fonction g, : X — E continue en x et telle que

WeX,  d(fy)sy) <

Alors f est continue en x.

Preuve : Soit 7 > 0. On cherche un voisinage V de x tq f(V) < By(f(x),r). Prenons n € IN*
tel que 1 < £ et choisissons g, vérifiant la condition d(f(y), gu(y)) < % Vy € X. Puisque g,
est continue en x, 3V € V(x) tq g,(V) = B(gn(x), ). Pour tout y € V ona d(f(x),f(y)) <
d(f(x),gn(x))+  d(gn(x),8n(y)) +d(gay), f(y)) < 3 < rdonc f(V) = By(f(x),7). On
—_—— —_— (S

<a <3 Car gu(V)<B(gu(x).;) <u
en déduit que f est continue en x.

)
1
n
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Il est facile d’en déduire la preuve du théoréme I1.3.6 : sous les hypotheses du théoreme,
puisque (f,) converge uniformément vers f on a que pour tout n € IN* il existe N € IN tel que
pour tout k > N et pour tout y € X ona d(f(y), fk(y)) < i. 1 suffit alors de choisir k, > N et
de définir g, = fi,. On peut alors appliquer la proposition précédente a tout point x € X et en
déduire que f est continue en tout x € X. O

Définition (Topologie de la convergence uniforme) Soit X un espace topologique et (E,d) un es-
pace métrique. On note Fy,(X, E) I'espace vectoriel des applications bornées de X dans E. Alors on peut
munir Fy(X, E) de la métrique uniforme do, définie par

do(f,8) = supd(f(x),&(x))

xeX

Il est facile de vérifier qu’on a bien une métrique. Soit a € X. Alors pour tout x € X,

d(f(x),g(x) < d(f(x), f(a)) +d(f(a),g(a)) +d(g(a),g(x))

Les premier et troisieme termes sont uniformément bornés quand x parcourt X puisqu’on a
supposé que f et ¢ étaient bornés. Le terme du milieu est constant. Donc d(f, g) est bien
défini. Les propriétés de symétrie, séparation et inégalité triangulaire sont ensuite tres simples
a montrer. Elles découlent des propriétés de la métrique d.

Définition (Continuité uniforme d"une fonction entre deux espaces métriques)
Ondit que f : (E,d) — (F,0) est uniformément continue sur E si

Ve>0,3r>0, V(x,y) e ExE, d(x,y) <r=046(f(x),f(y)) <r.

Remarque : Dans cette définition, r est indépendant de I'endroit ot1 on se place. C’est la différence
fondamentale avec la continuité simple.

Définition (Fonction lipschitzienne entre deux espaces métriques)
On dit que f : (E,d) — (F,¢) est k-lipschitzienne (ou lipschitzienne de rapport k) si

V(x,y) € ExE, 0(f(x),f(y)) <kd(x,y)
On dit alors

Proposition I1.3.7 Soit f : (E,d) — (F, ). On a les implications suivantes :
f k-lipschitzienne = f uniformément continue = f continue.

Preuve : Par hypothese : Vx,y € E, 5(f(x), f(y)) < kd(x,y)

On a I'uniforme continuité en appliquant la définition avec r = O

II.4 Homéomorphismes

Il est facile de voir qu’étant donné une application continue et bijective f, 'application
réciproque f~! n’est pas nécessairement continue.
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Exemple :
fiN— R

n (g

14n2

La topologie naturelle sur IN est la topologie discréte (induite par la topologie de IR) donc toute
partie de IN est ouverte.

f est donc continue (I'image réciproque d'un ouvert est un ouvert).

Soita = ; fnz

an* —n+a=0

A =1 —44? donc f~! et bien définie sur [0, 1]

. . _ . o o 71 7 .
mais nEToof(n) = nl_l)rj{loo# =0 = f(0) donc f~* n’est pas continue

fTHfn) =n—-» f7H(f(0)) =0

Définition (Homéomorphisme) On dit que f : X — Y est un homéomorphisme si f est une bijection
bicontinue, i.e. f et f~1 sont continues.

Lorsqu’il existe un homéomorphisme entre X et Y on dit qu’ils sont homéomorphes.

Exemples : 1) R est homéomorphe a tout intervalle ouvert borné de R. En effet, ¢(x) = %M
est continue et bijective de R sur | — 1,1 avec ¢~ !(x) = o[ continue de ] —1,1] dans R.
On a donc bien R ~] — 1, 1[. Par ailleurs, deux intervalles ouverts bornés de R sont toujours
homéomorphes puisque la transformation affine

G:[a,b] — [c,d]

x c+(d—c)i=5

est un homéomorphisme. Il s’ensuit que pour Va < b, R ~]a, b|
2) R est homéomorphe a un cercle de R? privé d’un point. Par exemple

R~ A— C((O,%),%)\{(O,l)}

grace a la transformation ¢ : (x,y) € A - X = ﬁ € RR. Il est facile de voir que ¢ est un

2X X1 ) . L'application ¢ est appelée projection stéréographique.

1+X27 1+ X2
On peut géométriquement la définir de la fagon suivante : étant donné un point (x, y) du cercle,

on trace la demi-droite partant du pole nord et passant par (x,y). Alors X est ’abscisse de 'in-

homéomorphisme et =1 : X > (

tersection entre cette demi-droite et 'axe des abscisses.

3) La projection stéréographique se généralise aux dimensions supérieures : étant donné un
point X = (x1,-++, Xy, X,+1) de la sphere unité S de R"*! translatée de sorte que son pole sud
soit 'origine, on trace la demi-droite partant du pole nord et passant par X. L'intersection de
cette droite avec le plan horizontal définit un point (y1,-- - ,y,,0). Ondit que (y1,- - ,¥x) € R"
est le projeté stéréographique de X. Ainsi 5"\{podle nord} est homéomorphe a R". La projec-
tion stéréographique a la propriété remarquable de préserver les angles (on dit que c’est une
application conforme).

4) Les applications

¢ : cercleS! — carré [-1,1] x [-1,1]

N X Y
(x,y) (maX(IxIHyI)’ max(|x|+\y|>)
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et
¢~ carré [-1,1] x [-1,1] — cercle S

() - (Vete/ete)

définissent un homéomorphime entre S! et [-1,1] x [-1,1].
5) Intuitivement, deux sous-ensembles de R" sont homéomorphes si on peut passer de 'un
a l’autre et réciproquement, en courbant, vrillant, étirant et raccourcissant.
6) Montrer que les lettres d’'une méme ligne sont homéomorphes mais que les lettres de
deux lignes différentes ne le sont pas.
AR
B
EFTY
GIJLMNSUVWZ
DO

Définition Soit f : (E,d) — (F,0)
a) On dit que f est bilipschitzienne si c’est une bijection telle que f et f~! sont lipschitziennes.
b) On dit que f est une isométrie si pour tout x,y € E,ona §(f(x), f(y)) = d(x,y)

Remarque : Une isométrie est toujours injective. Elle est naturellement surjective de E dans
f(E) donc une isométrie f est une application bilipschitzienne entre E et f(E), de rapport 1
dans les deux sens.

On vérifie facilement la proposition suivante :

Proposition I1.4.1 Soient dy,d, deux distances sur un ensemble E et soit i I’application identité
i:(E,di) — (E,da)
x = x

On a les équivalences suivantes :
dq,dy sont topologiquement équivalentes < i et i~ ! sont continues (i.e. i est un homéomorphisme) ;

dq, dy sont uniformément équivalentes < i et i~! sont uniformément continues ;

dq,d, sont quasi-isométriques (ou fortement équivalentes) < i et i~ sont lipschitziennes (i.e. i est
bilipschitzienne).

II.5 Application linéaire entre deux espaces normés

Théoreme I1.5.1 Soit f une application linéaire, entre deux espaces normés E et F. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(1) fest continue sur E;

(2) fest continueen 0;

(3) fest uniformément continue sur E ;

(4) fest lipschitzienne sur E ;

(5) 3ce RtgVx e E, ||f(x)||r < c||x]|E-
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Preuve:Ona (4) = (3) = (1) = (2). Si (5) est vrai alors, grace a la linéarité de f,

de(f(x), f() = [f(x) = FW)llr = [ f(x = y)F < c|x =yl = cde(x, y)

donc (5) = (4). Montrons que (2) = (5). Si f est continue en 0 alors 3a > 0 tel que |y — 0| <
a = |f(y) — f(0)|r < 1, donc & nouveau par la linéarité de f : |ly|lr < « = ||f(y)|r < 1. Soit

"“E donc [ly|g = a(a > 0).

x € E.Six =0ona f(x) = 0 par linéarité. Si x # 0, on pose y = E
D’apres ce qui précede | f(y)|r < 1

d’ou ||f <l|xxx| < 1 et on déduit de la linéarité de f et de 'homogénéité de la norme que
il f)lF < Tie |f(x)]F < g lx]e: m

Remarque : Il existe des applications linéaires non continues entre deux espaces vectoriels
normés. Considérons par exemple E = C([0, 1], R) muni de lanorme L! |f(x)|; = So |f(t)|dt et

soit ¢ : 5 —;(II){ Cette application est linéaire puisque ¢p(Af + ug) = Af(0) + ug(0) = Ap(f) +

up(g). Considérons a présent la suite de fonctions (fn) définies sur [0,1] par f,(x) =1— (n+
1)x pour x < 17 et fu(x) =0 pour X 2 g Alors | ful1 = n+1) et il n’existe aucun c tel que
pour tout n on ait ¢(f,) =1 < 1) +1) On en déduit que ¢ n’est pas continue.

Proposition 11.5.2 Toute application linéaire de R" — R* est continue.

Preuve:.
SiT:R" - RKVxe R, T(x) = (Ty(x),..., Ti(x))

T linéaire = T; linéaire pour tout 1 < i < k et la continuité de T équivaut a la continuité des T;.
1

En effet |T(x) — T(y)|lgc = (Zle (Ti(x) = T; (y))2> ? donc (et ce serait pareil si on choisissait
une autre norme sur IRF)
T(y) - T(x) < T;(y) — T;(x),Vi.

Toute application linéaire ¢ : R" — R vérifie p(x) = ¢ (31 xie;) = >t xip(e;) ou{er, ..., en}
est la base canonique de R". Les coefficients ¢(e;) sont indépendants de x donc la continuité
de ¢ découle de la continuité des applications coordonnées x — x;, qui est évidente. On en
déduit que toutes les applications T; sont continues donc T est continue. ]

Définition (Espace vectoriel des applications linéaires continues entres deux espaces normés)

Soient E et F deux espaces normés. On note L(E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires et continues
de E dans F.

Remarque : Toute combinaison linéaire finie d’applications linéaires et continues est une ap-
plication linéaire et continue donc £L(E, F) est bien un espace vectoriel.

Proposition I1.5.3 (Norme sur L(E, F)) La quantité

If ()|
= su
Hf“[,(E,F) x:’}o) HXHE

= sup |f(x)|lr = sup |[f(x)|F

Ixle=1 Ixe<1

est une norme sur L(E, F).
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Preuve : On sait que pour tout f € L(E, F) il existe ¢ tel que |f(x)|r < c||x|g pour tout x € E.

L’ensemble {Hﬁ'&x”)!“ , x F 0} est non vide (si E nest pas réduit a {0} !) et majoré par c donc il

admet une borne supérieure. On en déduit que | f| z(gr) = sup,.. Hﬁ‘(yﬁ')!“ existe. En outre, pour
tout x + 0,
Lf ()l 1 X
= | e = 1fGlE
e Rl T VR

Comme Hmﬂg = 1 et comme tout élément de Sg(0,1) = {x € E, |x||[g = 1} peut s’écrire de
cette fagon, on en déduit que

sup LOIE _ o 17 ).

x==0 x| [x[e=1

Remarquons a présent que pour tout x tel que x| < 1ona

IfCOlE < fleerlxle < IflzEr

Comme l'égalité est réalisée en un point x tel que ||x|g = 1 on en déduit que

sup |f(x)le = Ifllzer):

lxfle<1

Il reste a vérifier que ceci définit bien une norme.
 Si|flzEr =0alorsVxeE, | f(x)|lr = 0donc f = 0.
e SiAelR, alors

Al = sup [Af(x)|r = [A] sup |f(x)]F = IALIflzer)

lxlz<1 lxlle<1

o Sif,g€ L(EF),[(f+8)(®)r < |f(x)r+]8(x)lF donc

I(f +8) () < sup ([f(x)lr+Ig(x)lF) < sup (|f(x)[)+ sup ([g(x)lF)-
Se(0,1) S£(0,1) S£(01)

En prenant le sup sur Sg(0,1), on en déduit que || f + 8l c(g,r) < fl2er) + 18] 2EF)-
On peut conclure que f = | f| 2 (g ) est une norme sur L(E, F) O

II.6 Application bilinéaires continues

Définition (Applications bilinéaire) Soient E, F, G trois espaces vectoriels. On dit qu'une application
f + E x F — G est bilinéaire si :

1) Yy e F,x — f(x,y) est linéaire de E dans G.

2) Vx € E,y — f(x,y) est linéaire de F dans G.
Autrement dit, f est linéaire par rapport a chaque variable.

Remarque : Il ne faut pas confondre la bilinéarité et la linéarité. Si f : E x F — G est bilinéaire
alors f(Ax, uy) = Apuf(x,y) et en particulier

f(Ax, Ay) = A*f(x,y).

Si g est linéaire sur E x F alors
8(Ax, Ay) = g(AM(x,y)) = Ag(x, y)-
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Théoreme 11.6.1 Soit E, F, G trois espaces normés et f : E x F — G une application bilinéaire. Les
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) fest continue sur E x F.

(2) fcontinue en (0,0)

(3) 3¢ > 0tg¥xe EVy € F, |f(x,y)lc < clxle Iyls

Preuve : On a bien str (1) = (2). Si f est continue en (0,0), 3r > 0tq V(x,y) € E x F tq
[,y <1 lf(xy)le = If(x,y) —f(O O)HG 1 (par bilinéarité f(0,0) = 0). Donc Vx,y # 0,

H(HXHE ||pr>‘ ep max( ﬁ , W ) = r (par définition de la norme naturelle sur
E > F) et par Conseque“t I (i H;@‘ <1.0r |If (s ||y||F>H e (2 )6 donc

If (x, y)HG < 3 Llx|elly|f- L'inégalité est encore vraie si x = 0 ouy = 0 donc (2) = (3) avec
c=7%

Prouvons a présent que (3) = (1).Si | f(x,y)|c < c|x|g|lyllr pour tous x € E,y € Fetsi(a,b) €
ExFona:f(x,y)—f(ab) = fla+ (x—a),b+(y—b))—f(ab)=fx—ay—b)+flay—
b) + f(x —a,b) donc |f(x,y) = f(a,b)|c < c(|x —alely — bl + |alelly — bl + |x — ale[b]F)
Sion choisit x et y tq |x —a| g < inf (1, m> et|y—b|r <inf <3C||a||p' 36), on obtient | f(x,y) —
f(a,b)|lc < edoncVe >0

[(x,y) —(a,b)||gxr < inf ( , SCHexHE’ 36‘@“# i) = |f(x,y) — f(a,b)|| < edonc f est continue d’ott
(3) = (1). O

Proposition I1.6.2 L'ensemble des applications bilinéaires continues de E x F dans G est un espace
vectoriel qu’on note L,(E, F; G). On peut le munir de la norme

Wewere = s VEDIE - up Jpplo=  sup  Ifnylo =
(eyeexpioy IFIEWIE <t iyl Iel=Llyl=1
Preuve : L'application nulle est bilinéaire et continue, toute combinaison linéaire d’applica-
tions bilinéaires continues est une application bilinéaire continue donc £,(E, F; G) est un es-
pace vectoriel. On sait d’apres le théoreme précédent que, si E x F n’est pas réduit a 1'élément
(0,0) etsi f € Lo(E, F;G), I'ensemble

T
{ lelyle - Y EE Rl00)

n’est pas vide et est majoré par une constante c. Il admet donc une borne supérieure et la
quantité

(eI
. su
Meeee = sup o Rlelyls

est bien définie. L'égalité entre les différentes expressions et le fait d’avoir une norme se démontrent
comme dans la preuve du cas linéaire. O]
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Chapitre 111

Espaces complets

III.1  Suite de Cauchy

Définition (Suite de Cauchy) Une suite (x,) dans un espace métrique (E,d) est appelée suite de
Cauchy si elle vérifie le critere de Cauchy :

Ve > 0,37 € N,Vn,p > N,d(x,,xp) <€
Proposition III.1.1 Toute suite de Cauchy dans un espace métrique (E,d) est bornée.
Preuve : Avece = 1,3IN, Vn,p = N, d(x,, xp) < 1. En particulier, Vi > N,d(x,, xy) < 1 donc
VneIN,d(x,, xn) < max{l,k %wlxN}d(xk, xN)}, qui est un nombre fini noté o, d’ou Vn € N, x,, €

€iu,...,

B(xn, ). O
Proposition II1.1.2 Si (x,,) est une suite de Cauchy et (yi) = (xy,) est une suite extraite de (x,,) alors
(yk) est une suite de Cauchy.
Preuve : Soite > 0,IN € N, Vi, p > N, d(x,, xp) < €. La suite (1) est strictement croissante
d’ou Vk,I = N,d(xy,, xn,) < € c’est-a-dire d(yx, y;) < € donc (yx) est une suite de Cauchy. [
Proposition II1.1.3 Dans un espace métrique, toute suite convergente est une suite de Cauchy.
Preuve : On suppose que (x,) — £. Alors Ve > 0,3IN, Vn > N, d(x,,¢) < § donc Vn,p > N,
d(xn, xp) < d(xp,0) 4 d(xp, £) < € ce qui prouve que (x,,) est de Cauchy. O

A\La réciproque est fausse en général.

Exemple : Soit E =]0, 1] muni de la métrique usuelle de R. La suite x, = 217 d’éléments de E
converge dans R vers 0 donc c’est une suite de Cauchy mais elle ne converge pas dans E.

Proposition I11.1.4 Une suite de Cauchy est convergente si, et seulement si, elle a une valeur d’adhérence.

Preuve :[= | Evident car la limite est valeur d’adhérence. Si £ est valeur d’adhérence de
(xy) alors il existe une sous-suite (xy(,))n avec ¢ : IN — IN strictement croissante telle que
X9 5 b

La suite (x,) est de Cauchy donc Ve > 0,3N,Vn, p > N, d(x,, xp) <
Soit M = N,ona ¢(n) = Netd(xy, £) < d(xu, Xpui(n)) + d(Xppi(n), £)
donc (x,) converge vers /. O

//\ NIm

€
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III.2 Espaces complets

Définition (Espace complet) Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy est conver-
gente.

Remarque : La complétude est une propriété fondamentale car le critere de Cauchy garantit la
convergence d'une suite sans rien dire sur la limite. La propriété de complétude n’est pas un
invariant topologique, au sens ot elle n’est pas nécessairement conservée par bijection conti-
nue. Ainsi R muni de sa métrique usuelle est complet (voir ci-dessous) et il est homéomorphe
a0, 1[ qui, muni de la méme métrique, n’est pas complet.

Théoreme II1.2.1 R muni de sa métrique usuelle est complet.

Preuve : Soit (x,) une suite de Cauchy de (IR, |-|). Elle est bornée (proposition II.1.1) donc
elle admet une sous-suite convergente d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, donc une
valeur d’adhérence. D’apres la proposition I11.1.4, elle converge. O

AR muni d'une autre métrique n’est pas nécessairement complet.

Exemple :d(x,y) = |arctan(x) — arctan(y)| définit une métrique sur R. En effet, d(x,y) =
d(y,x),d(x,y) = 0 < arctan x = arctany < x = y (arctan est une bijection de R dans | 5~, 7).
En outre, d(x,y) = |arctan(x) — arctan(y)| < | arctan(x) — arctan(z)| 4 |arctan(z) — arctan(y)|
d(x,z) +d(z,y). On peut méme montrer que d et la métrique usuelle sur R sont topologique-
ment équivalentes (exercice).

Vérifions que (R,d) n’est pas complet. Considérons la suite des entiers naturels x, = n.
On a d(n,p) = |arctann — arctanp|. Or arctann — 7 quand n — +o00. Donc pour tout
€ > 0,AN,Vn,p = N,d(n,p) < e. La suite (x, = n), est de Cauchy dans (R, d) mais elle
ne converge pas car sinon elle convergerait aussi dans (IR, | - |) (par équivalence topologique).

Proposition II1.2.2 Un sous-espace complet F d’un espace métrique E est fermé dans E.

Preuve : Soit (x,) une suite d’éléments de F convergeant vers x € F. (x,) est de Cauchy dans
F qui est complet donc elle converge dans F,i.e. x € F,d’ou F = F. O

Proposition III.2.3 Tout sous-espace fermé F d’un espace métrique complet E est complet.

Preuve : Soit (x,) une suite de Cauchy d’éléments de F. E est complet, F < E, donc (x,)
converge dans E. Mais F est fermé donc (x,) converge dans F. Ainsi F est complet. O

Corollaire II1.2.4 Soir (E,d) un espace métrique complet et F — E. On a l'équivalence :
(F,d) est complet < F est fermé dans E.

Preuve:.
Proposition 111.2.3.
Cas particulier, de la proposition IV.1.5 (ot il n’était pas nécessaire que E soit complet). [J

Proposition II1.2.5 Si (F,) est une suite décroissante de fermés non vides d"un espace métrique complet
E dont les diametres tendent vers O (i.e. si F, fermé, F, # &,F,4+1 < F, et diamF, — 0) alors
(), F.={a}oiaeE.
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Preuve : On choisit pour tout n € IN un élément x,, € F,. Pour tous p > nonax, € F, c F,
donc d(xy, xp) < diamF, - 0. On en déduit que la suite (x,) est de Cauchy et, comme E
n——+0oo

est complet, elle converge vers un point a € E. Comme x, € F,,Vp > n et F, est fermé, on a
a € F,. C’est vrai pour tout n donc a € (), F, ce qui montre que cette intersection n’est pas vide.
Sibe(),F,onaa,be F,Yndoncd(a,b) <diamF, e Odotta =b. Ainsi( ), F, = {a}. O
Remarque : L'hypotheése « E complet » est essentielle. Soit E =0, 1] muni de la métrique
usuelle de R (on sait que E muni de cette métrique n’est pas complet) et F, =]0, 1], n > 1.
F, est fermé dans E, diam F,, = % —0etF,41 cF.Ona(,F, =J.

Proposition II1.2.6 Un produit fini d’espaces complets est complet.

Preuve : Soit {(Ey, dn)}neq1,..,ny une famille finie d’espaces métriques complets et E = [ 11 Ex
muni de la métrique d = maxd,. Si (x¥) = ((xk,...,xK)) est une suite de Cauchy dans
E alors (xf); est une suite de Cauchy dans E,, Vn car d(xf,x)) < d(x%,x%). (E, d,) étant
complet la suite (x); converge vers un élément x, € E,, i.e. dy(xk,x,) — 0. Comme

k—+o0

maxndn(xﬁ,xé) ; _—)&-oo 0 on en déduit que dn(x ,x) > 0oux = (xq,...,%,) €E.

Ainsi (E, d) est complet. O

Corollaire II1.2.7 Tous les espaces (R", || - ||¢»), Vp € [1, +0] sont complets.

Preuve : En effet, |(x1,...,x4)]0 = €r11ax |x;| donc (R", | - ||¢= ) correspond a 1’espace produit

den (R,]-|). Il est donc complet. Pour tout p € [1,00], |(x1,...,xu)|er = (371 |xi]F)? F et on sait
que les normes sur IR"” sont fortement équivalentes donc si une suite de Cauchy converge pour

une norme, elle converge aussi pour une autre norme. O]

Théoréme II1.2.8 Soit X un ensemble et (Y, ) un espace métrique complet. Soit B = (X,Y') l'espace
vectoriel des applications bornées de X dans Y (ie., f € B(X,Y) & Va € Y,3A € R,6(f(a),a) <
A Vn € X). On munit B(X,Y) de la métrique uniforme do(f,g) = sup,.xo(f(x),g(x)). Alors
(B(X,Y),d) est complet.

Si maintenant X est un espace topologique et C,(X,Y') désigne I'espace vectoriel des applications
continues et bornées de X dans 'Y alors (Cy(X,Y),dy) est complet.

Preuve : Assurons nous d’abord que d, est bien a valeurs réelles. Soit f,g € B(X,Y) etac Y.
Il existe A € R tel que §(f(x),a) < Aetd(g(x),a) < A doncd(f(x),g(x)) < o(f(x),a)+
0(g(x),a) <2A d’ottdw(f,g) <2A.On a par ailleurs

o do(f,8) =d(8,f);

o do(fg) = 0 0(f(x),g(x) = O¥x € X & f(x) = g(x)¥Vxe X & f = g

* 0(f(x),8(x)) < 6(f(x), ( ) +6(h(x),8(x))Vx € X doncVx € X, 5(f(x),8(x)) < duo(f, h) +

oo (h,8) A0t duc(,8) < doo(I1,8) + o (1, 2).

donc dy, est une métrique sur B(X,Y).
Soit a présent une suite de Cauchy (f,) dans B(X,Y)i.e.Ve > 0,3Ne, Vi, p < N,dw(fu, fy) < €
En particulier,

Vn,p = Ne,Vx € X, 6(fu(x), fp(x)) <e (%)
Pour chaque x € X la suite (f,;(x)), est donc de Cauchy dans Y.
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Or Y est complet donc la suite (f,(x)), converge vers un élément de Y qu’on note f(x), et
on définit ainsi une application

f: X —-Y
x — lim, fu(x)

En faisant tendre p vers l'infini dans (*) on en déduit que Ve > 0,3N,, Vi = N, 6(fu(x), f(x)) <
€ Vx € X, ou encore
Ve >0, 3N, Vn = Ne, doo(fu, f) < €

ce qui prouve a la fois que f € B(X,Y) (puisque si f, est bornée et do(fy, f) < € alors f est
bornée) et que f, — f dans B(X,Y). Par conséquent (B(X,Y),dw ) est complet.

Lorsque X est un espace topologique, il est clair que C; (X, Y) = B(X, Y). Pour prouver que
(Cy(X,Y),ds) est complet il suffit de montrer que Cy(X, Y) est fermé dans B(X,Y). Orona vu
au théoréme I1.3.5 que la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue donc
si (fu) € Cp(X,Y) converge vers f € B(X,Y) alors f € Cp(X,Y). Ainsi (Cp(X,Y), do) est fermé
dans (B(X,Y),ds) qui est complet donc (Cp(X,Y), ds) est complet. O

Théoreme II1.2.9 (Prolongements des applications uniformément continues sur un sous-es-
pace dense) Soit (E,d) un espace métrique et (F,5) un espace métrique complet. Soit A — E une
partie dense de E et f : A — F une application uniformément continue. Alors il existe une unique
application continue f : E — F qui prolonge f, i.e. fo = f. En outre f est uniformément continue.

Preuve : Soit x € E, construisons f(x). Comme A est dense 3(a,) € A — x. Or f est uni-
formément continue donc Ve > 0, 3a > 0, Va,b € A, d(a,b) < a = 5(f(a),f(b)) < €. On
sait que a, converge donc elle est de Cauchy dans E et pour n,p > N onad(x,,x,) < a d’ott
O(f(xn), f(xp)) < €.Onen déduit que la suite f(a,) est de Cauchy dans F qui est complet, donc
elle converge vers une limite y. Vérifions que y ne dépend pas de la suite (a,,) choisie. Si (b,) est
une autre suite convergeant vers x, on peut choisir N tel que Vn > N, d(a,, x) < 5 etd(by, x) <
5 donc d(a,, b,) < a« d’ott 0(f(au), f(bn)) < €. On en déduit que 5(f(a,), f(bn)) it 0. On

peut donc poser f(x) = lirf f(x,) pour toute suite (x,) € A convergeant vers x. Comme f
n——+400

est continue sur A, sia, — x € A, ona f(a,) — f(x) donc fj4 = f.

Si g est une application continue de E dans F telle que g4 = f alors Vx € E,3(a,) = A tel
que a, — x et, par continuité de g et parce que g4 = f, g(xu) = f(xn) — g(x). Par définition
de f,ona f(x) = nl_igl@f(%) doncVx € E, f(x) = g(x).

Nous avons pour I'instant prouvé qu’il existe une application f qui prolonge f sur E, et que
toute application continue qui coincide avec f sur A coincide avec f sur E. Montrons a présent
que f est uniformément continue sur E. Soient x,y € E tels que d(x,y) < a et tels qu’il existe
(an) c A—> xet(b,) ©c A—y.AlorsIN telque Vn = N, d(ay,, b,) < a doncé(f(ay), f(bn)) <€
(par uniforme continuité de f sur A). On passe a la limite quand n — +00 et on en déduit que
5(f(x), f(y)) < e.On a prouvé que : Ve, 3, Vx,y € E,d(x,y) < a = 6(f(x), f(y)) < e donc
f est uniformément continue sur E, et le paragraphe précédent montre qu’elle est 'unique
application continue sur E qui prolonge f. [

Définition (Contraction stricte) On dit que 'application f : (E,d) — (F,d) est strictement contrac-
tante (ou que f est une contraction stricte) s'il existe tel que

Vx,yeE,  (f(x) f(y)) <kd(x,y)
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(i.e. f est k-lipschitzienne avec 0 < k < 1).

Théoréme II1.2.10 (Point fixe de Picard) Soit (E,d) un espace complet et f : E — E une contraction
stricte de facteur k € [0, 1[. Alors f admet un unique point fixe c’est-a-dire qu’il existe un unique a € E
tel que f(a) = a. En outre, la suite définie par la récurrence x,1 = f(xn), Yn > 0, avec xo donné,
converge vers a et d(x,,a) < k"d(xo,a).

Preuve : | Existence : | On examine la suite définie dans 1’énoncé,

d(xp41,%n) = d(f(xn), f(xp-1)) < kd(xp, x,—1) donc par récurrence d(x,11,x,) < k"d(x1, x0).
Par I'inégalité triangulaire d(x,,p, X;) < anzl d(Xp+m, Xn+n—1) donc

d(xl,X()).

P
1—kP k"
d(Xntp, xn) < d(x1,%0) Z:: Kt = d(x, x0) k" ( - ) ST %

Comme k € [0,1], on en déduit que la suite (x,) est de Cauchy dans E qui est complet, donc
(x4) converge vers un élément a € E. En outre, d(xy+p, Xn) < {-7d(x1,%0) donc en faisant
tendre p — 400 on obtient x,,, — aetd(a, x,) < 1" 1 (x1, x0).

Comme x,11 = f(x,), ona quand n — +00 x,41 — a,X, — a et, par continuité de f,
f(xy) — f(a) d’otalalimite a = f(a) i.e. a est un point fixe de f.
Si b vérifie f(b) = b alors d(f(b), f(a)) < kd(b,a) donc d(b,a) < kd(b,a). Ork < 1

donc nécessairement d(a,b) = 0i.e.a = b.
‘Vitesse de convergence : ‘On ad(xy,a) =d(f"(xo), f*(a)),ou f* = fo---of,donc
—

n fois

d(xn,a) = d(f" (x0), f" () < kd(f"~}(x0), () < -~ < K'd(x0,0).

Ol

Remarque : Les trois hypotheses du théoréme (E complet, f : E — E, f contraction) sont es-
sentielles. Ainsi f(x) = 5 est une 1/2 contraction de X =]0, 1] dans lui méme mais n’a pas de
point fixe dans X qui n’est pas complet. En effet, x = f(x) > x =5 = x =0¢ X.

Soit f : R — R définie par f(x) = v/x2 + 1. Alors f vérifie |f(x) — f(y)| < |[x—y|six #y
(car f est dérivable et |f'(z)| = |z|/ < vz2+1 < 1 pour tout z) mais vVx2+1 =x = x > 0 et
x? 41— x? = 0 qui n’a pas de solution. Ici le théoréme ne s’applique pas car f n’est pas une
contraction.

Soit f : [0,1] — [0,1] définie par f(x) = %. f est 3 contractante sur [0,1], [0,1] est complet
mais le théoréme ne s’applique pas car f([0,1]) = [1,3] 3 +1=x=x =2¢[0,1]).

ITII.3 Espaces de Banach

Définition Un espace normé complet est appelé espace de Banach.

Remarque : On parlera plus loin des espaces de Hilbert qui sont des espaces vectoriels munis
d"un produit scalaire et complets.

Voici quelques exemples importants d’espaces de Banach.
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Proposition II1.3.1 Si X est un ensemble et E un espace de Banach, I'espace vectoriel B(X, E) des
applications bornées de X dans E, muni de la norme uniforme |f|px,p) = supyex|f(x)|E est un
espace de Banach.

Preuve : On voit aisément que (B(X, E), |.[p(x,£)) est un espace vectoriel normé. Le fait qu’il

soit complet est une conséquence du théoréme II1.2.8 puisque doo (f,§) = [If — &lB(x,E)- O

Proposition IIL.3.2 Si X est un espace topologique et E un espace de Banach alors I'espace vectoriel
Cy(X, E) des applications continues et bornées de X dans E muni de la norme uniforme ||fc, x,r) =
sup||f(x)| e est un espace de Banach.

xeX

Preuve : C’est a nouveau une conséquence du théoréme II1.2.8. O

Proposition I11.3.3 Soit E un espace normé et F un espace de Banach. L'espace L(E, F) des applications

linéaires et continues de E dans F, muni de la norme ||f| gy = sup |f(x)|Fr est un espace de
Ixlle<1
Banach.

Preuve : On a déja vu que f — | f| 2 (g ) définit une norme sur l'espace vectoriel L(E, F). Mon-
trons que cet espace normé est complet. Soit ( f, ) ,en une suite de Cauchyi.e. Ve > 0,3IN,Vn, m >
n, an - me[j(E,p) < € c’est-a-dire

Ve >0, AN, Vn,m = n, sup |fu(x) — fu(x)||F <€ (%).

lxle<1

On en déduit que Vx tel que ||x|g < 11a suite (f,(x))qen est de Cauchy dans F. Or F est complet
donc f,(x) converge vers un élément de F qu’on note f(x). Cette définition est pour l'instant
valable seulement lorsque |x|g < 1 mais on peut I'étendre a E tout entier. En effet, Vy # 0,
faly) = HyHEfn<ﬁ) — HyHEf(%) On définit donc I’extension suivante sur E

o[ silde<t
flx)= { e () sixle > 1

et on déduit de ce qui précéde que pour tout x € E, f(x) = lim,, f,,(x).
Il est alors facile de voir que f est linéaire. En effet,

fle+y) =1lim fu(x +y) = lEm(fu(x) + fu(y)) = lim fu(x) +lm fu(y) = f(x) + f(y)
et
f(Ax) = li111nfn(/\x) = liign Afu(x) = Alirrlnfn(x) = Af(x).

Puis, en faisant tendre m vers l'infini dans (), on obtient que Ye > 0,3IN,Vn > N, sup | fu(x) —
[x]e<1

f(x)| < edonc f, — f dans L(E, F). En particulier, f € L(E,F) et L(E, F) est bien un espace
de Banach. 0

Théoreme I11.3.4 Soit (X, u) un espace mesuré. Si p € [1, +o0[ on considere I'application qui i toute
fonction de X dans R associe la quantité

£l = ( L fPdp)?
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Lorsque p = o0, on définit
| fllo = inf{c, |f(x)| < c presque partout sur X}
Etant donné p € [1, 40|, on définit I'espace fonctionnel
P = {f: X >R, |f], < +w}.

Alors
Vp e [1,+w], (LP, |- |lp) est un espace de Banach

Preuve : Cf le cours d’intégration ou Analyse fonctionnelle. Théorie et applications, H. Brézis. [

Remarque : L'espace L?(X, 1) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire. < f,¢ > LX) =
fic f(x)g(x)dp(x) associé a la norme | fl12(x) = (§1f(x) Pp(x))*.

Remarque : Sur I'espace vectoriel Cy(X, E), lanorme uniforme | f| ¢, x,e) = sup| f(x)| coincide
xeX
avec la norme L* car les fonctions de Cy (X, E) sont continues (donc si |f(x)| < ¢ presque par-

tout alors, par continuité, la propriété est vraie partout et on a inf{c, |f(x)| < ¢ presque partout
sur X} = sup, .y f(x)). Onadéjavu que (Cp(X, E), | - |0) est un espace de Banach. Ce n’est pas
vrai pour (Cy(X,E), | - |p) si p € [1, [ (c’est-a-dire lorsqu’on remplace la norme uniforme par
une norme L avec p < o). Prenons par exemple X =| —1,1], E = R et la suite de fonctions
continues f, (x) définies par f,(x) = 1six <0, fu(x) = 1—2six €0, [, fu(x) =0sixe [1,1].
Toutes les applications f, sont continues, et elles convergent ponctuellement vers la fonction
discontinue f(x) =1six <0, et f(x) = 0six > 0. Pour tout p € [1, 0],

;]7 x % 1

U= fllp = [ "= yrar < [Tax = 0

0 n 0 n
donc f,, converge vers f pour toutes les normes L?, p € [1,00[. On en déduit que la suite (f,)
est de Cauchy dans (Cy(X, E), | - | ;) mais comme elle converge vers une fonction discontinue,
(Co(X,E), | - |Ip) n’est pas complet pour tout p € [1,00[. On peut en revanche vérifier que || f, —
fllo = 1 pour tout n donc il n’y a pas convergence dans L®.

Théoreme II1.3.5 (Prolongement des applications linéaires continues) Soient E, F deux espaces
normés et G un sous-espace vectoriel dense dans E et f € L(G, F). Si F est un espace de Banach alors
il existe un unique élément f € L(E, F) tel que fig = f

Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoréme II1.2.9 en observant que si f € L(G,F) alors elle
est lipschitzienne sur G d’aprés le théoréme IL.5.1 donc uniformément continue sur G. Le
théoreme I11.2.9 garantit I'existence d"un unique prolongement f uniformément continu sur
E. 1l faut cependant vérifier en plus que f est linéaire. Rappelons que dans la preuve du
théoreme I11.2.9 on a défini f(x) = nEwa(an) ott (a,) € G — x € E et f(x) ne dépend

pas de la suite (a,) choisie. Si A € R, Aa, — Ax et f(Ax) = HEwa(Aan) = nErBwAf(an) par

lingarité de f,,, donc f(Ax) = /\nEwa(a”) = Af(x).

Si(a,) € G - xet(by,) € G— yalors (a,+b,) > x+yet f(x+y) = ngrfwf(an +b,) =

nliwa(an) + f(by) par linéarité de f, d’ou f(x +y) = nlirfwf(an) + nlirfwf(bn) = f(x)+ f(y)
O

donc f est bien linéaire.
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Définition Dans un espace vectoriel normé (E,| - |g) on dit qu'une série Y, . Xn est absolument
convergente si Y, . ||xn|| < 0.

Proposition II1.3.6 Un espace vectoriel normé (E, | - |g) est un espace de Banach si, et seulement s,
toute série absolument convergente converge dans E, i.e.

(E,| - |e) espace de Banach < ((Z [xn| < o0) = (Z Xy € E)) .

nelN nelN

Preuve :[= ] Supposons (E, | - |g) complet. Soit (x,) une suite de E telle que Y, o |¥x] < o0.
Alors les sommes partielles Sy = >}, x» Vérifient pour M > N

M M
ISu=Snle=1 >, xle< D lxule.
n=N-+1 n=N-+1

Comme la série ;. [xx|| converge, la suite des sommes partielles Ty = >,y |xu|£ est de
Cauchy donc 1’égalité précédente montre que la suite (Sy) est également de Cauchy dans
(E, || |g) qui est complet, donc elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit (x,) une suite de Cau-
chy dans (E, || - | ). On peut extraire une sous-suite (xy, ) telle que Yk € N, |xy,,, — x| < 27F.
On pose alors uy = xy,,, — X, pour k € IN et la série }; u; est absolument convergente donc
converge dans E par hypothese. Or on a x,,,, — x4, = Z;{:O uj donc la convergence dans

(E, |- |g) de la suite <Z;-<:0> implique la convergence dans (E, | - |g) de la sous-suite (x,, ).

On conclut grace a la proposition III.1.4.
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Chapitre IV

Espaces compacts

IV.1 Propriété de Borel-Lebesgue

Définition (Recouvrement) Une famille de parties {O;}ie; d'un ensemble E est appelée recouvrement
de E si E = | J;c; O; c’est-a-dire si tout élément de E appartient a au moins un O;. Si R = (O;)ier est
un recouvrement de E, on appelle sous-recouvrement de R une sous-famille (O;)ej, | < I qui est aussi
un recouvrement de E, i.e. E = | Ji; O;. On appelle recouvrement ouvert de E tout recouvrement de E
par une collection d’ouverts.

Définition (Espace compact) Un espace topologique (X, T) E est dit compact s'il est séparé et s'il
vérifie la propriété de Borel-Lebesgue :

de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement fini (c’est a dire constitué
d’une famille finie d’ouverts).

En d’autres termes si X = | J;c; O; avec O; ouvert pour tout i alors il existe | fini < I tel que X =
Uz’e] O;.

Définition (Partie compacte) Soit (X, T) un espace topologique. On dit qu’une partie A < X est
compacte si c’est un espace compact pour la topologie induite. De facon équivalente, A < X est compact
si A est séparé pour la topologie induite et si tout recouvrement de A par des ouverts de X contient un
sous-recouvrement fini de A. Autrement dit

(A, T) séparé

AcX t
c X compact < { A< U1 Oi, Ojouvertsde X = 3] fini <1, A< Jig; O;

Remarque : Il est important de comprendre dans cette définition pourquoi on a une inclusion
au lieu d"une égalité. C’est parce qu’on utilise des ouverts de X pour recouvrir A. Sil’on voulait
utiliser la définition originale sur 'espace induit (A, T4), il faudrait écrire une égalité faisant
intervenir des ouverts de A pour la topologie induite. Or ces ouverts de A sont les traces sur A
d’ouverts de X et on obtient donc une inclusion lorsqu’on utilise ces ouverts de X en entier, et
pas seulement leur restriction a A. C’est une fagon plus simple de procéder qui évite d"utiliser
la topologie induite.

Par passage au complémentaire on a une caractérisation équivalente de la compacité par
les fermés.
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Proposition IV.1.1 Soit (X, T) un espace topologique séparé. Alors (X,T) est compact si, et seule-
ment si, pour toute famille de fermés (F;);e; d’intersection vide on peut extraire une sous-famille finie
d’intersection vide, i.e.

(E=2) = @OIcifin, (E=2)

iel ie]
Preuve : C’est une conséquence directe de la définition avec les ouverts puisque E; = X\F; est

ﬂFi:@(i)UEi:X

iel iel

ouvert pour tout i et

O

Corollaire IV.1.2 Soit E un espace compact et (F,),=1 une suite décroissante (i.e. F,11 < F,) de
fermés non vides de X. Alors (), F, + &.

Preuve : Soit | une partie finie quelconque de N* et p = max J. Alors n,¢;F, = F, qui est non
vide par hypothése. Toute intersection finie des F, est non vide donc, d’apres la contraposée
de la proposition précédente, (,~; Fu # &. O]

Corollaire IV.1.3 Soit (x,,) une suite d’éléments d'un espace compact E. Alors :
(i) (xn) admet au moins une valeur d’adhérence.
(ii) Si (x,) admet une seule valeur d’adhérence ¢ alors (x,) converge vers £.

Remarque : La propriété (ii) découle de la propriété (i) comme on le verra dans la preuve
ci-dessous. Ce corollaire énonce le fait que la compacité implique (i) et (ii). En revanche la
réciproque (i) = compacité n’est pas toujours vraie. Elle 1’est dans les espaces métriques (cf le
théoreme de Bolzano-Weierstrass énoncé plus loin).

Preuve: (i) Soit A l'’ensemble des valeurs d’adhérence de (x,). D’apres la proposition I1.1.6
A = npen{xn, m = n}. Notons F, = {x,, m = n}. F, est fermé et non vide pour tout n. La
suite (F,) est décroissante pour l'inclusion. D’apres le corollaire précédent, A = nuenFy
est non vide.

(ii) Supposons que (x,) ne converge pas vers ¢. On peut donc trouver un ouvert U conte-
nant ¢ et une sous-suite (x,, ) telle que x,,, ¢ U Vk. D’apres (i) la suite (x,, ) possede une
valeur d’adhérence ¢'. Notons F = E\U, F est fermé, Vk, x,,, € F donc ¢’ € F. D'ou ¢ # ('
Or ¢’ est aussi une valeur d’adhérence de (x,) d’ot la contradiction. O

Proposition IV.1.4 (Tout fermé d’un compact est un compact) Si (X, T) est compact et A < X est
fermé alors A est compact.

Preuve : On a déja vu qu’'un sous-espace topologique d'un espace séparé est séparé. Soit
(Ux)rea un recouvrement de A par des ouverts de X, i.e. A =c |J,cp Ux. Alors la famille
{Ux}ren v E\A forme un recouvrement ouvert de X (car X\ A est ouvert puisque A est fermé).
Comme (X, T) est compact on peut extraire un sous-recouvrement fini, i.e. X = Ufil Uy, v
(X\A).Or An (X\A) = gdonc A c [ J~, Up,. O

Proposition IV.1.5 (Tout compact est fermé) Soit (X, T) un espace topologique séparé et A < X un
compact. Alors A est fermé dans X.
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Preuve : Montrons que A® = X\ A est ouvert. Soit x € AC. Nous allons montrer qu’il existe un
ouvert U tq x € U < AC. Par la propriété de séparation de Hausdorff, pour tout point y € A,
1 deux ouverts Uy et V,, tels que x € Uy, y € V}, U, 0V, = & (c’est possible car x € Ac,y €A
donc x # y ). La famille (V;),e4 forme un recouvrement ouvert de A, A est compact donc

on peut trouver un sous-recouvrement fini (Vyi)ie{le}. On pose alors U = mf\i Uy, U est
ouvert comme intersection finie d’ouverts. Il est en outre clair par construction que U n A
U n UV, = &. Ce raisonnement est valable pour tout x € A® donc A€ est ouvert. O]

Proposition IV.1.6 (Stabilité par union finie et par intersection quelconque) Soit E un espace
topologique séparé :

e SiKy,..., K, sont des compacts de E alors ﬂ?zl K; est compact.

o Si (K))aen est une famille quelconque de compacts de E alors nK) est compact.

Preuve : On démontre la stabilité par l'union de deux compacts et on en déduit en itérant le
résultat pour une union finie. Soit K, Ky deux compacts de E et (U))jca un recouvrement
ouvert de K; u K. Comme K; est compact et K; < |, U,, il existe un sous-recouvrement fini

mcUm.

iel

De méme il existe un sous-recouvrement fini de K,

KQCLﬁh.

iEIz

On conclut en remarquant que Ky U Kz < (J;ej, 1, Ua €t I1 U I est fini.

Soit (Kj)rea une famille quelconque de compacts de E. On se donne Ay € A. Tous les K,
sont fermés dans E donc (), K) est fermé dans E. Or (), , Ky < K}, qui est compact. Tout
fermé d’un compact est compact donc (), Ky est compact. O]

Remarque : La compacité n’est pas stable en général par union quelconque.

Exemple : Chaque singleton {x} de R est évidemment compact (a partir de n’importe quel
recouvrement ouvert du singleton, il suffit de choisir un ouvert qui le contient pour obtenir
un sous-recouvrement fini!) mais R = [ J,.g{x} n’est pas compact puisque la suite x, = n
n’admet pas de valeur d’adhérence.

Le théoréme suivant, que nous admettrons, est délicat a démontrer mais tres utile pour
caractériser les parties compactes d’un grand nombre d’espaces fonctionnels.

Théoreme IV.1.7 (Théoreme de Tychonoff) Un produit d’espaces topologiques non vides est com-
pact si, et seulement si, tous les espaces facteurs sont compacts. En d’autres termes, soit (E))en une
collection quelconque d’espaces topologiques et E = [ [,cp Ex. On a 'équivalence

(E = ][ en E est compact ) < (E, est compact YA).

Théoreme IV.1.8 (L'image d'un compact par une application continue est un compact) Soit E
un espace compact et f une application continue de E dans un espace séparé F. Alors f(E) est compact.
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Preuve : Soit A = f(E) et (O))aea un recouvrement ouvert de A. On pose Uy = f~1(0,) et
comme f est continue U, est un ouvert de E VA.
Uneally = Uaeaf1(04) = f~H(UreaOn) 2 fY(f(E)) D E.Or f : E — F donc nécessairement
E = Ujeal,. E étant compact il existe un sous-recouvrement fini E = ufi Uy, d'out A =
f(E) = f(uN Uy,) = U, f(U,,) « U0, donc A est compact.

O

IV.2 Compacts métrisables

Proposition IV.2.1 Toute partie compacte d'un espace métrique est bornée.

Preuve : Soit (E,d) un espace métrique, A ¢ E un compactet xo € E.Ona A < | J,,en B(x0, 1)
car pour touty € A, d(xo,y) < +o0. On peut extraire un sous-recouvrement fini A <  J,,.; B(xo, 1),
I fini et on a bien stir A < B(xp, Ny) avec Ny = max I donc A est bornée. O

Corollaire IV.2.2 Dans un espace métrique, tout compact est fermé et borné.

Remarque : Attention, ce corollaire établit 'implication compact = fermé et borné. Nous n’avons
pas encore examiné la réciproque ; nous verrons qu’elle est vraie en dimension finie mais il faut
bien noter qu’elle est en général complétement fausse en dimension infinie. Le théoreme de Riesz
stipule que la boule unité fermée d’un espace normé est compacte si, et seulement si, l'espace
est de dimension finie !

Théoreme I'V.2.3 (Propriété de Bolzano-Weierstrass) Soit (E,d) un espace métrique et A < E. Alors
A compact < Toute suite (x,,) d'éléments de A possede une valeur d’adhérence dans A.

Preuve : cf Corolaire IV.1.3
c’est une conséquence des deux résultats suivants.

Lemme IV.2.4 Soit (E,d) un espace métrique et A C E tel que toute suite d’éléments de A possede une
valeur d’adhérence dans A. Alors pour tout réel « > 0 on peut recouvrir A par un nombre fini de boules
de rayon «.

Preuve : Remarquons d’abord que A est nécessairement fermée puisque toute suite d’éléments
de A converge dans A. On démontre la contraposée de la proposition énoncée dans le lemme.
On suppose qu'il existe a tel qu’on ne puisse pas recouvrir A par un nombre fini de boules de
rayon «. Soit xp un élément quelconque de A. Il existe x1 € E tel que x;1 ¢ B(xo, «). Supposons
qu’on puisse trouver (xo,...,x,) € A tels que pour tout n € [0,p] et Vm # n, d(x,, xn) > «
(on sait au moins le faire pour p = 1). Par hypothese U_ B(x,,a) # A donc il existe Xp+1 ¢
Ul _oB(xn, &). Par le principe de récurrence on peut donc construire une suite (x, )0 telle que
pour tout n > 0 et pour tout Vm # n, d(x,, x,) > a. Alors (x,) ne possede aucune valeur
d’adhérence dans A (car aucune sous-suite ne converge et qu’on est dans un espace métrique).
On a ainsi démontré la contraposée. ]

Lemme IV.2.5 (Lemme de Lebesgue) Soit (E,d) un espace métrique et A < E. On suppose que toute
suite (x,,) d'éléments de A possede une valeur d’adhérence dans A. Alors pour toute famille (U) ) yen
d’ouverts de E tels que A < UealUp, il existe un réel w > 0 tel que Vx € A,IA € A, B(x,a) < U,.
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Preuve : Par 1’absurde, on suppose que Ya € R*,3x € A,VA € A,B(x,a) ¢ U,. On choisit
& = % pour n € IN*. On construit une suite x, € A telle que Yn € N*,VA € A, B(xy, %) ¢ U,.
Par hypothese la suite (x,) admet une valeur d’adhérence donc (puisqu’on est dans un espace
métrique) il existe une sous-suite (x,,) et un élément x € A (car A est fermé puisqu’elle contient
toutes les valeurs d’adhérence des suites de ses éléments) tels que x, , — x. Les U, recouvrent
A donc 3u € A tel que x € U,,. Soit B > 0 tel que B(x, ) < U, (un tel B existe puisque U, est
ouvert).

On choisit p assez grand pour que d(xy,, x) < g et nl,, < g Alors Yy € B(xy,, nl—p) on a
d(x,y) < d(y,xn,) +d(xn,, x) < B donc B(xy,, nl—p) < B(x, B) < Uy ce qui contredit la définition

de la suite (x;,). O

Fin de la preuve du théoreme IV.2.3 : Si toute suite (x,) d’éléments de A possede une
valeur d’adhérence dans A et si (U, ) est un recouvrement ouvert de A alors, grace au lemme
de Lebesgue, Ja > 0 tel que Vx € A, 3A € A tel que B(x, &) < U,. Or il existe un nombre fini de
boules B(x;,«), (i € I fini), qui recouvrent A (lemma IV.2.4) donc A < UieB(xj, &) < iUy,
ott I'on choisit les A; pour que B(x;,a) UA].. On en déduit que A est compact. O

Proposition IV.2.6 Tout espace métrique compact est complet.

Preuve : Soit (x,) une suite de Cauchy d’un espace métrique compact (E,d). D’apres la pro-
priété de Bolzano-Weierstrass (x,) admet une valeur d’adhérence donc elle converge d’apres
la proposition I1I.1.4. O

La réciproque est évidemment fausse : R muni de sa métrique usuelle est complet mais
n’est pas compact puisque la suite (n),en ne posséde aucune valeur d’adhérence puisque
d(xn,xx) = 1 des que k # n. On peut aussi simplement remarquer que R ne peut pas étre
compact puisqu’il n’est pas borné.

IV.3 Parties compactes de R"

Proposition IV.3.1 Si K est un compact non vide de R alors K contient un plus grand point et un plus
petit point.

Preuve : K est borné et non vide donc « = infK et § = sup K existent. Par définition de
I'infimum, Ve > 0,K n [&, & + €[# & donc a est adhérent a K. Or K est fermé donc « € K. Méme
raisonnement pour . En conclusion, x = min K et f = max K. O

Théoreme IV.3.2 (Théoreme de Borel-Lebesgue) L'intervalle [0,1] < R est compact.

Preuve : Soit (U;);c; un recouvrement ouvert de [0, 1] (en utilisant des ouverts de R) et soit
A ={x € 0,1], [0, 7] admet un sous recouvrement par un nombre fini de U;}. A est non vide car
0 € A puisqu’il existe ig tel que 0 € U;,. On veut prouver quel € A.Ona0 e U;, = 3r,t > O tels
que [0,7] < [0, t[c Uj, car Uj, est ouvert. Ainsi [0,7] = A. L'ensemble A est non vide et majoré
par 1 donc il admet une borne supérieure a < 1. 3j € I tel que a € U; et comme U; est ouvert
30 > 0 tel que U; > [0, 1]n]a — 6, & + 5. Par définition de « il existe un élément x € An]a — 6, &
(car & = sup A). Par définition de A, [0, x] peut étre recouvert par une union finie Uy Uy, J finie
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donc [0,&] = Uj U Jyey Ux- On en déduit que a € A. Sia < 1,3y € [0,1]n]a, « + J[. L'intervalle
[0,y] serait alors lui aussi inclus dans uie;Ui U U; donc a ne serait pas le sup de A d’ot la
contradiction. On en déduit que & = 1. O

Théoreme IV.3.3 Les parties compactes de R" sont les parties fermées et bornées.

Preuve : On a déja montré 'implication directe. Montrons la réciproque : si K est fermé et
borné dans R”, IN tel que Vx = (x1,...,x,) € K, |x;] < N, i.e. K € [=N, N]". Or pour tout
entier N l'application x — N(2x — 1) est continue de [0,1] dans [-N, N|. Comme [0, 1] est
compact, [N, N] I’est aussi (théoréme IV.1.8). Le produit de compacts étant compact (on peut
utiliser le théoreme de Tychonoff mais comme il s’agit d"un produit fini, on peut le démontrer
directement et plus simplement) on en déduit que [—-N, N|" est un compact de R". Ainsi, K est
un fermé d’un compact donc K est compact. O

Remarque : Cette équivalence peut étre grossiérement fausse en dimension infinie. Le théoreme
de Riesz affirme méme que dans un espace normé, la boule unité fermée est compacte si, et
seulement si, ’espace est de dimension finie.

Les propriétés de compacité des ensembles fermés bornés de IR” ont une conséquence fon-
damentale : R” est complet (mais il n’est pas compact!)

Théoreme IV.3.4 R" est complet.

Preuve : On montre d’abord que R est complet puis on utilise la proposition II.2.6 affirmant
qu'un produit fini de complets est complet. Montrons que R est complet. Soit (xx) une suite
de Cauchy réelle. Alors (xi) est bornée (proposition I11.1.1) donc 3N telle que x; € [—N, N|Vk.
[—N, N] est compact donc (x;) admet une valeur d’adhérence par la propriété de Bolzano-
Weierstrass. D’apres la proposition I11.1.4, (x;) converge. [

IV.4 Fonctions continues sur un compact

On a vu que si K est un espace compact, F un espace séparé et f : K — F une application
continue alors f(K) est compact (théoreme IV.1.8). On peut étre plus précis lorsque l'espace
d’arrivée est R.

Théoreme IV.4.1 Si f : K — R est une application continue d’un espace compact K non vide dans R
alors :

(1) fest bornée

(2) fatteint ses bornes
En particulier toute application f : [a,b] — R est bornée et atteint ses bornes.

Preuve:.

D’apres le théoreme IV.1.8, f(K) est un compact de R et d’aprés la proposition IV.3.1 infK €
f(K) etsup f(K) € f(K) d’our il existe x,,;, € K tel que f(xpin) = infrex f(x) = minyex f(x) et
Ixmax € K tel que f(Xpmax) = sup,c f(X) = maxeex f(x). O
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Théoreme I'V.4.2 (Théoreme de Heine) Si f est une application continue d'un espace métrique compact
E dans un espace métrique F alors f est uniformément continue.

Preuve : Si f nest pas uniformément continue alors il existe € > 0 tel que, pour tout « > 0, il
existe x,y € E tels que dp(x,y) < a et dp(f(x), f(y)) > €. En prenant a = 1
suite (x,,y,) de X x X telle que dg(xu, yn) < et dp(f(xs), f(yn)) > €. L'espace métrique
E étant compact, il existe une sous-suite (x,, ) qui converge vers une limite x. On a alors
A(x,Yn,) < d(x,xn,) +d(Xn, Yn,) < d(x,x5,) + nik —> 0 quand k — co. Ainsi, la suite (yy,)
converge également vers a. Comme f est continue, on a lim f(x,,) = lim f(y,,) = f(x). Or
dr(f(xn,), f(yn,)) = € donc ala limite dr(f(a), f(a)) = € ce qui est absurde.

AUTRE PREUVE : Si f est continue alors {f ' (Bg,(z,5)), z € F} est un recouvrement ouvert
de E. Par le lemme de Lebesgue, on en déduit qu’il existe p > 0 tel que pour tout x € E, il existe
zy € F tel que By, (x,20) < f1(Bg, (2, 5)). Alors pour tout x,y € E tels que de(x,y) < p < 2p

ona

on construit une

de(f(x), f(y)) < de(f(x), f(zx)) + dp(f(zx), f(y)) < g + % <e

Théoreme IV.4.3 Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

Preuve : Tout espace vectoriel réel de dimension finie n est isomorphe a IR"” donc il suffit de
démontrer que toutes les normes sont équivalentes sur R”. Plus précisément montrons que
toute norme | = |y sur R" est équivalente a la norme || = |1 (| = 1 = D14 |xi]).

VxeR,x =3 xe

Soit S = 5,,(0,1) = x, >3 [xi| = 1.

S est un fermé, borné de IR donc S est compact.

Considérons I'application

N: (R" > R).

x> x|y
N est une application continue.

En effet, Vx,y € R", ||x|n — [l¥|n] < |¥ — yllnv < ¢|x —y|; donc N est c-lispchitzienne N(S) est
un compact de R. On peut poser que &« = inf N(S)

Onen déduitque:Vx e S,N(x) = a >0, x|y = a > 0.
Soit maintenanty € E,y # 0

Y Vi
L eSdonCH—H < a.
[yl [ERENE

d'ott |y[n = afy|s

C’est bien sfir encore vrai pour y=0.
Conclusion : Vy € E, a|ly|1 < |ylIn < c|y]1-
Les normes sont donc équivalentes.
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Chapitre V

Connexité

V.1 Définition

Définition (Espace connexe) Soit X un espace topologique. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) Si X = O1 u Oy avec O1,0; ouverts et O1 " Oy = Falors O1 = Fou Oy = &
(2) SiX=F vFEavecF,F ferméset Fy nF, = Jalors F; = JouF, = &
(3) Si A < X est a la fois ouvert et fermé alors A = Jou A = X.
(4) Toute application continue ¢ : X — Z est constante (plus généralement toute application
continue ¢ : X — D est constante, avec D un espace discret de cardinal = 2).
Un espace topologique vérifiant (a) (ou (b) ou (c) ou (d) par équivalence) est dit connexe.

Preuve : On rappelle qu'un espace discret est un espace muni de la topologie discrete.

(a) = (b)| Soit F1, F, fermés telsque X = Fiu K et FfnF, = . Alors O; = Flc etO, = FZC
sont ouverts. Or O; = Ff = hcar inF, = JetO; = F; = Fyfdonc X = O u O, et
Ol m 02 = @ .

D’aprées (a), O1 = JouOy = Jdonc F; = Jou bk = .

(b) = (c)| Onpose F; = Aet F, = A = X\A. Si A est 4 la fois ouvert et fermé alors F; et
F, sont tous les deux fermés (et ouverts).

OnaX=F uFketF nFk = doncdapres (b) F; = JouF, = J c'est-a-dire A = &
ouA = X.

(c) = (d) | Supposons X non vide sinon 'assertion est triviale. Soit xp € X et g = ¢(xg).

Onnote A = ¢~ 1(np).
{nop} est a la fois ouvert et fermé (car Z est discret) donc A est a la fois ouvert et fermé
puisque ¢ est continue. D'apres (¢) A = Zou A = X. Or xg € Adonc A = X et par
conséquent ¢ = ng sur X. Il est facile de voir que la preuve est la méme si ¢ est a valeurs
dans un espace discret D.

(d) = (a) | Soit O1,0; ouverts tels que X = O; U O et O1 N 02 = . Soit ¢ = 1, c'est-

lsixe Ol
Osix ¢ O
0¢ A ¢ HA) =0,si0e Aetl¢ A ¢~ (A) = Xsi0,1€ A, ¢~ (A) = Fsi0,1¢ A.
Dans tous les cas I'image réciproque de A est un ouvert de X. On en déduit que ¢ est
continue donc d’apres (d), ¢ est constante dotp =1et O, = F,oup =0et O = ,
d’ou (a). O

a-dire ¢(x) = . Pour tout A ouvertde Z,ona: ¢ 1(A) =O1sile Aet
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Définition (Parties connexes d'un espace topologique) Soit X un espace topologique et A < X.
On dit que A est connexe s’il I'est pour la topologie induite (la définition générale doit s’entendre au
sens des ouverts et des fermés de A).

Remarque : En pratique il est souvent utile de se ramener a des définitions faisant intervenir
les ouverts et les fermés de I'espace ambiant, ce qui conduit a la proposition suivante.

Proposition V.1.1 (Partie connexe) Soit X un espace topologique et A < X. On a I'équivalence
Aconnexe < si Ac OpuO;avec O1,0; ouverts de X tels que Oy nO2 N A = &

alorsO1NnA=FouOr,nA=.

& siAc FuFavecF, F, fermés de X telsque i nFo n A = &
alors FEnA=ZoubkbnA={.

< Toute application continue ¢ : A — Z est constante (ou plus généralement toute
application continue a valeurs dans un espace discret de cardinal > 2 est constante).

< Les seuls ensembles ouverts et fermés par la topologie de A sont (J et A.

Remarque : On peut donc par équivalence utiliser par exemple la caractérisation : A n’est pas
connexe < 301,07 ouverts de X telsque A € O U0, AnO1 "0y = J,AnO1 # et
AnOy # .

Proposition V.1.2 (Lemme du passage des douanes) Soit A = X. Toute partie connexe C < X qui

rencontre l'intérieur A et 'extérieur (AC) de A rencontre la frontiere 0A = A\A de A.

Preuve : Supposons C n dA = . Alors C = (Cn ;l) U (Cn (A%)). Or Cn A et Cn AC

sont des ouverts disjoints de C. Comme C est connexe on a donc forcément C n A = J ou

C n (A%) = &, ce qui est contraire aux hypothéses. O

Théoreme V.1.3 L'intervalle [0, 1] est connexe.

Preuve : Supposons [0,1] = A; U Ay avec A; et Ay ouverts de [0,1] et A; n Ay = &. On peut
supposer sans perte de généralité que 0 € A; et on va montrer que A; = [0,1] donc Ay = (.
Posons E = {x € [0,1], [0, x] € A1}. E est non vide puisqu’il contient 0. E est majoré par 1 donc
m = sup E existe. On montre alors successivement :

(@) | [0, m[c A1 |Soit £ € [0, m]. Par définition de la borne supérieure, Ix € E tel que ¢ < x
d’ou [0, 4] = [0,x] = Ay donc [0, m[c A;.

(b) Sim e Ap alors m > 0 et comme Aj est un ouvert de [0,1],3h €]0,m] tq
[m —h,m] c Ay..D’apres (a), onadoncm —h € A n Ay or A n Ay = &, contradiction,
doncm € Aj.

(c) [0,m] = [0,m[u{m} < A; doncm € E.

(d) Sim < 1,3h €]0,1 —m][ tq [m,m +h] < A; (car A; ouvert de [0,1]) ce qui
contredit I'hypothese m = sup E donc m = 1.

On conclut finalement que A; = [0,1] d’ott Ay = . O

V.2 Stabilité de la connexité
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Théoreme V.2.1 (Unions et chaines de connexes) Soit X un espace topologique
(a) Sides ensembles A; < X (i € I quelconque) sont connexes et NjerA; # & alors L A; est
connexe.
(b) Si{Ay,..., Ay} est une chaine de connexes, c’est-a-dire A; N Ajy1 # & pour tout 1 < i <
n—1),alors U?:lAz’ est connexe.

Preuve : (a) Soit ¢ : U;A; — Z continue.
¢4, est continue donc constante et vaut ¢;. Soit xg € N;A;, @ 4,(x0) = c; donc tous les c;
sont égaux a ¢(xg) et donc ¢ est constante.
(b) Par récurrence.
By =A1u...uUA;
On suppose que By est connexe (ok pour k=1)
Bk N Ak+1 D Ak N Ak1 = @
donc By u Ag41 est connexe d’apres (a).
d’olt Bxy1 = By U Ag.1 est connexe. O

Remarque : Attention, en général I'intersection de deux connexes n’est pas connexe. Par exemple
2

siC; = C(0,1) c RZetCy = ellipse x? + yz = 1 alors C; et C; sont connexes mais C; N Cy =

{(-=1,0); (1,0)} nest pas connexe.

Théoreme V.2.2  (a) Soit f : X — Y une application continue.
Si X est connexe alors f(X) est connexe.
(b) Si A c X est connexeetsi A = B < A alors B est connexe.

Preuve: (a) Soit¢ : f(X) — Z continue.
pof : X — Z est continue et si X est connexe, ¢ o f est constante sur X donc ¢ est
constante sur f(X) d’ou f(X) est connexe.
(b) Soit ¢ : B — Z continue.
¢, est continue donc constante i.e. g4 = c.
Par densité de A dans B et par continuité de ¢, ¢ = c sur B, donc B est connexe. O

Théoreme V.2.3 (Produit de connexes) Soit (X;)e; une collection d’espaces topologiques non vides
et X = | ;1 Xi. On a I'équivalence (X connexe < X; connexe pour tout i).

Preuve : Elle n’est pas trés dure mais nécessite de connaitre les ouverts élémentaires de la
topologie produit. ]

V.3 Connexité par arcs

Définition Deux points a,b € X sont dits équivalents (on note a ~ b) s’il existe une application
continue : f : [0,1] —» X tq f(0) = aet f(1) = b. On dit que f est un chemin reliant a et b.

On parle de points équivalents car il s’agit bien d'une relation d’équivalence. En effet, si
a ~ balors b ~ a (symétrie) car il suffit de considérer g(t) = f(1;). En outreonaa ~ a
(réflexivité). Enfinsia ~ betb ~ c alors a ~ c (transitivité). En effet si f joint a a b et que g joint
bacalorshjointaacavech(t) = f(2t)ste [0, 4] eth(t) = g(2t —1)sit e [3,1].
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Définition On dit que X est connexe par arcs si Va,b € X,a =~ b c’est-a-dire deux points quelconques
de X sont reliés par un chemin.

Théoreme V.3.1  (a) X connexe par arcs = X connexe.
(b) Si X est un ouvert connexe d'un espace vectoriel normé E alors X est connexe par arcs.
En particulier tout ouvert connexe de R" est connexe par arcs.

Preuve: (a) Fixons a € X. Pour tout b € X on note L, = f([0,1]) I'image d'un chemin
reliant a & b. L, est I'image continue du connexe [0,1] donc L, est un connexe, a € NL,
donc Upex Ly est connexe d’apres le théoreme V.2.1. Or X = Ujex Ly done X est connexe.

(b) Fixons a et posons A = {x € X, x ~ a}.

A # Jcara e A.Soit x € A, comme X est ouvert il existe r > 0 tel que B = B(x,r) c X.
Siy € Balors y ~ x puisque f(t) = ty + (1 — t)x est un chemin dans B entre x et y donc
a fortiori un chemin dans X. Par transitivité, y ~ a d’ott y € A. On en déduit que A est
ouvert.

On va également montrer que A est fermé : soity € An Xetr > 0tq B = B(y,r) soit
incluse dans X. Soit x € A n B. Comme précédemment on voit que ¥y ~ x ~ a dans X
d’'ouy e A.

En conclusion, A est non vide, ouvert et fermé dans X connexe donc A=X. O]

Remarque : Attention, le second item n’est vrai que pour les ensembles ouverts connexes. Par
exemple soit E = {(x,sin(1)),0 < x < 1} et X = E dans IR?. Il est évident que E est connexe
par arcs, donc connexe. Comme X = E, on a aussi que X est connexe. Or X = E u ({0} x
[0,1]). Si X était connexe par arc on pourrait trouver un chemin continu dans X entre (0,1) et
(1,sin(1)). Or toute fonction continue sur un compact est uniformément continue, ce qui est
contradictoire avec le fait que la fonction sin(1/x) n’est pas uniformément continue sur |0, 1].

V.4 Structure des connexes de R

Théoréeme V.4.1 Soit A < R. On a A connexe < A est un intervalle.

Ce théoreme de structure tres fort est propre a R. L'exemple de X dans la derniére remarque
de la section précécente montre que les connexes de R", n > 2 peuvent étre compliqués.

Preuve: Si An’est pasunintervalle, 3a,b,ce R,a<c <b,a,be A,c¢ A. Alors¢p: A—>Z
définie par ¢(x) = 0six < cet$p(x) = 1six > cest continue sur A mais pas constante donc A
n’est pas connexe.

Montrons d’abord qu’un segment [a,b] est connexe. [4,b] est homéomorphe a [0, 1].
[0,1] est connexe donc [a, b] est connexe. On en déduit que tout intervalle est connexe car tout
intervalle peut s’écrire comme une union d’intervalles I; = [a;, b;] avec nI; + . O

Théoreme V.4.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit X un espace connexe (métrique ou
non) et f : X — R continue. Alors f(X) est un intervalle. En particulier, si f prend deux valeurs w et
B alors elle prend toute valeur intermédiaire entre « et p.

Preuve : Si X est connexe alors la continuité de f implique que f(X) est un connexe de R donc
un intervalle. [
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Théoreme V.4.3 (Théoreme de Brouwer) Toute fonction continue f : [a,b] — [a, b] possede un point

fixe.

Preuve : Soit ¢(x) = f(x) — x. L'intervalle [a, b] est connexe, g est continue donc g([a,b]) ¢ R
est connexe. C’est donc un intervalle.

Org(a) = f(a)—a, f(a) € [a,b] donc g(a) > 0. De méme g(b) = f(b) —b < 0. Donc 0 € g([a, b])
d’ot, par le théoreme des valeurs intermédiaires, 3% € [a, b] tel que g(X) = 0 c’est-a-dire f(X) =
X. X est un point fixe de f. O

Ce résultat est un cas particulier du théoreme du point fixe de Schauder qui stipule que

si E est un espace de Banach et K — E un convexe, compact non vide alors toute application
continue f : K — K admet un point fixe.
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