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Feuille d’exercices no 1

Exercice 1. Soit pX, dq un espace métrique.
1. Montrer que toute suite de Cauchy de X est bornée.
2. Montrer que toute suite de Cauchy de X qui admet une valeur d’adhérence converge.
3. Montrer que si pX, dq est compact alors pX, dq est complet.

Exercice 2. Applications linéaires continues
Soit pX, } ¨ }Xq et pY, } ¨ }Yq deux espaces vectoriels normés.

1. Soit f : X Ñ Y une application linéaire. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue.

(ii) f est continue en 0.
(iii) Il existe M P R tel que pour tout x P X on ait } f pxq}Y ď M}x}X.
(iv) f est lipschitzienne.

Dans la suite, on note LpX, Yq l’espace vectoriel des applications linéaires continues de X dans Y.
Pour tout f P LpX, Yq, on utilise la notation } f }LpX,Yq (ou ~ f ~) pour la norme subordonnée de f , définie
par

} f }LpX,Yq “ sup
xPXzt0u

} f pxq}Y

}x}X

2. Soit f P LpX, Yq. Montrer que } f }LpX,Yq “ sup
}x}X“1

} f pxq}Y “ sup
}x}Xď1

} f pxq}Y.

3. Montrer que } ¨ }LpX,Yq est une norme sur LpX, Yq.
4. Soit pZ, } ¨ }Zq un espace vectoriel normé. Soit f P LpX, Yq, g P LpY, Zq. Montrer que g ˝ f P LpX, Zq

et
}g ˝ f }LpX,Zq ď } f }LpX,Yq}g}LpY,Zq

5. Montrer que
`

LpX, Yq, } ¨ }LpX,Yq

˘

est un espace de Banach.

Exercice 3. Prolongement des applications linéaires continues
Soit pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }Fq deux espaces vectoriels normés. On suppose que F est un espace de Banach. Soit
G un sous-espace vectoriel de E, dense dans E. Soit f : G Ñ F une application linéaire continue.
Montrer qu’il existe une unique application linéaire continue f̃ : E Ñ F telle que

pour tout x P G, f̃ pxq “ f pxq et } f̃ }LpE,Fq “ } f }LpG,Fq

Exercice 4. Donner un exemple d’un espace de Banach X et d’une application linéaire continue T : X Ñ X
qui est injective et non surjective. Même question avec T surjective et non injective.

Exercice 5. Applications linéaires continues bijectives
1. Soit pX, } ¨ }q est un espace de Banach.

(a) Soit T P LpX, Xq telle que }T}LpX,Xq ă 1. Montrer que la série
ř

Tk converge dans LpX, Xq, que
Id ´ T est inversible et que

pId ´ Tq´1 “

8
ÿ

k“0

Tk

(b) On note GlpXq l’ensemble des applications linéaires continues inversibles de X dans X. Montrer
que GlpXq est ouvert dans LpX, Xq.

(c) Montrer que φ : GlpXq Ñ GlpXq, A ÞÑ A´1 est continue.
On pourra commencer par montrer que φ est continue au point Id.
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2. Dans cette question, on considère l’espace E “ RrXs, et on le munit de la norme suivante :

pour P “

n
ÿ

k“0

akXk P E, }P} “ maxt|ak| : 0 ď k ď nu.

(a) Pour tout λ P R, on définit Tλ : E Ñ E, P ÞÑ λXP. Montrer que Tλ est une application linéaire
continue, et que Id ´ Tλ tend vers Id (pour la norme subordonnée) quand λ tend vers 0.

(b) L’ensemble GlpEq est-il ouvert dans LpE, Eq?
3. Si X est de dimension finie, montrer que GlpXq est dense dans LpX, Xq.
4. Dans cette question on fixe X “ ℓ1pNq et on définit S, T : X Ñ X par

@n P N Spuqpnq “ upn ` 1q et Tpuqpnq “

#

0 si n “ 0
upn ´ 1q si n ě 1

.

(a) Déterminer les normes de ces applications linéaires ; calculer ST.
(b) Supposons qu’il existe V P GlpXq telle que }T ´ V} ă 1. Montrer que }Id ´ SV} ă 1 et en

déduire que S est bijective.
(c) Que peut-on en déduire?

Exercice 6. Soit E “ C8pr0, 1s, Rq muni d’une norme quelconque, et T : E Ñ E définie par Tp f q “ f 1.
Montrer que T n’est pas continue.

Exercice 7. Soit E “ Cpr0, 1s, Rq. On fixe g P E non identiquement nulle, et on pose Tgp f q “ f g.
1. L’application Tg : pE, } ¨ }8q Ñ pE, } ¨ }8q est-elle continue? Si oui, déterminer sa norme subordonnée.
2. Même question pour Tg : pE, } ¨ }1q Ñ pE, } ¨ }1q.
3. Même question pour Tg : pE, } ¨ }2q Ñ pE, } ¨ }1q.
4. Même question pour Tg : pE, } ¨ }1q Ñ pE, } ¨ }2q.
5. Même question pour Tg : pE, } ¨ }1q Ñ pE, } ¨ }8q.
6. Même question pour Tg : pE, } ¨ }8q Ñ pE, } ¨ }1q.

Exercice 8. Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé, et φ une forme linéaire sur E.
1. Montrer que si φ est continue alors kerpφq est fermé.
2. On suppose maintenant que φ n’est pas continue.

(a) Montrer qu’il existe une suite penqnPN d’éléments de E tels que en Ñ 0 et φpenq “ 1 pour tout
n P N.

(b) Soit x P E. En considérant la suite px ´ φpxqenqnPN, montrer que kerpφq est dense dans E.
(c) Montrer que kerpφq n’est pas fermé dans E.

3. Quel résultat a-t-on démontré?

Exercice 9. Continuité des applications bilinéaires

1. Soit pX, } ¨ }Xq, pY, } ¨ }Yq et pZ, } ¨ }Zq trois espaces vectoriels normés. Soit f : X ˆ Y Ñ Z une applica-
tion bilinéaire.

(a) Montrer que f est continue si et seulement s’il existe M P R tel que pour tout px, yq P X ˆ Y on
ait } f px, yq}Z ď M}x}X}y}Y.

(b) On suppose dans cette question que X et Y sont de dimension finie. Montrer que f est continue.
2. Des exemples.

(a) Soit pX, } ¨ }q un espace vectoriel normé, on note E “ LpX, Xq et on le munit de la norme
subordonnée. Montrer que ϕ : E ˆ E Ñ E, p f , gq ÞÑ f ˝ g est continue.

(b) On note X “ Cpr0, 1sq, on le munit de la norme } ¨ }8. Montrer que ϕ : X ˆ X Ñ X, p f , gq ÞÑ f g
est continue.

(c) Soit pX, } ¨ }Xq et pY, } ¨ }Yq deux espaces vectoriels normés, on munit LpX, Yq de la norme su-
bordonnée. Montrer que ϕ : LpX, Yq ˆ X Ñ Y, p f , xq ÞÑ f pxq est continue.
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Exercice 10. Révisions : normes p sur KN

Soit p P r1, 8s. On note q l’exposant conjugué de p défini par : q P r1, 8s et 1
p ` 1

q “ 1.
On rappelle que pour tout x “ pxjq1ďjďN P KN ,

}x}p “

¨

˝

N
ÿ

j“1

|xj|
p

˛

‚

1{p

si p P r1, 8r , }x}8 “ max
1ďjďN

|xj|

1. Montrer que } ¨ }8 et } ¨ }1 sont des normes sur KN .

2. On suppose que p ‰ 1, 8. Montrer l’inégalité de Young, en utilisant par exemple la concavité de la
fonction ln : pour tout a, b ą 0, ab ď 1

p ap ` 1
q bq.

3. Montrer l’inégalité de Hölder : pour tout u, v P KN ,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

N
ÿ

j“1

ujvj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }u}p}v}q.

On commencera par le cas où }u}p “ }v}q “ 1.

4. On suppose que p ‰ 1, 8. Montrer que pour tout x, y P KN , }x ` y}p ď }x}p ` }y}p.
On appliquera l’inégalité de Hölder avec uj “ |xj| ou |yj| et vj “ |xj ` yj|

p´1.

5. Montrer que } ¨ }p est une norme sur KN .

Exercice 11. Espaces ℓp, normes ℓp

Soit p P r1, 8s. On note q son exposant conjugué.
Pour p “ 8, ℓ8pNq est l’espace des suites bornées à valeurs dans K. On définit pour tout x P ℓ8pNq,
}x}ℓ8 “ sup

kPN
|xpkq|.

Pour p P r1, 8r , ℓppNq est l’espace des suites x à valeurs dans K telles que }x}ℓp “

˜

8
ÿ

k“0

|xpkq|p

¸1{p

ă `8.

1. Montrer que pℓp, } ¨ }ℓp q est un espace vectoriel normé.

2. Montrer l’inégalité de Hölder : pour tout x “ pxpkqqkPN P ℓp, tout y “ pypkqqkPN P ℓq,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

k“0

xpkqypkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď }x}ℓp }y}ℓq

3. Soit p1, p2 P r1, 8s tels que p1 ď p2. Montrer que ℓp1pNq Ă ℓp2pNq.

Exercice 12. Espaces ℓp, complétude

1. Justifier en utilisant un résultat donné en cours que pℓ8, } ¨ }ℓ8q est un espace de Banach.

2. Soit p P r1, `8r . Montrer que pℓp, } ¨ }ℓp q est un espace de Banach.

Exercice 13. Espaces ℓp, sous-espaces, séparabilité

1. Soit p P r1, `8r .

(a) On note s0pNq l’ensemble des suites nulles à partir d’un certain rang. Montrer que s0pNq est
dense dans pℓppNq, } ¨ }pq.

(b) En déduire que pℓppNq, } ¨ }pq est séparable.

2. Montrer que pℓ8pNq, } ¨ }8q n’est pas séparable.

3. On note c0pNq “

"

x “ pxpkqqkPN P KN
ˇ

ˇ

ˇ
xpkq ÝÑ

kÑ`8
0
*

.

Montrer que c0pNq est un sous-espace vectoriel fermé dans pℓ8pNq, } ¨ }8q.
Montrer que c0pNq est l’adhérence de s0pNq dans pℓ8pNq, } ¨ }8q.
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Exercice 14. Identification d’un espace avec un dual

1. Soit E et F des espaces de Banach, B une forme bilinéaire continue sur F ˆ E. On note E1 “ LpE, Kq

le dual topologique de E. On définit TB : F Ñ E1 par : pour tout y P F, tout x P E,

TBpyqpxq “ Bpy, xq

Montrer que TB est une application linéaire continue.
On dit que B identifie E1 et F si TB est un isomorphisme.

2. Cas de la dimension finie. Soit E un K-espace vectoriel de dimension N, pe1, . . . , eNq une base de E. On

définit B : E ˆ E Ñ K par : pour tout x “

N
ÿ

j“1

xjej, tout y “

N
ÿ

j“1

yjej,

Bpy, xq “

N
ÿ

j“1

yjxj

Montrer que B identifie E1 à E. On pourra utiliser la base duale pe˚
1 , . . . , e˚

Nq.

Exercice 15. Espaces ℓp, dualité
Soit p P s1, `8r . On note q l’exposant conjugué de p. On remarque que ppq ´ 1q “ q et pp ´ 1qq “ p.
Dans la suite, pour tout n P N, on note en la suite telle que enpjq “ 1 si j “ n, et enpjq “ 0 sinon.
On veut montrer que

`

ℓppNq
˘1 s’identifie à ℓqpNq.

Pour cela, on définit B : ℓqpNq ˆ ℓppNq Ñ K par : pour tout py, xq P ℓqpNq ˆ ℓppNq,

Bpy, xq “

8
ÿ

j“0

xpjqypjq

1. Montrer que B est une forme bilinéaire continue.

2. Avec les notations de l’exercice précédent, on veut montrer que TB est bijective.

(a) Soit φ P
`

ℓppNq
˘1. On pose pour tout j P N, ypjq “ φpejq. Pour tout j P N, on choisit λj P K tel

que λj ypjq “ |ypjq| et on pose µj “ λj |ypjq|q´1. Soit J P N, on définit xJ “

J
ÿ

j“0

µj ej. Montrer que

φ
`

xJ
˘

“

J
ÿ

j“0

|ypjq|q et }xJ}
p
ℓp “

J
ÿ

j“0

|ypjq|q

(b) En déduire que y P ℓqpNq et }y}ℓq ď ~φ~pℓpq1 .

(c) Montrer que pour toute x P ℓppNq nulle à partir d’un certain rang, Bpy, xq “ φpxq. En déduire
que TBpyq “ φ.

(d) Conclure.

(e) Montrer que TB est une isométrie.

3. Montrer de même que
`

ℓ1pNq
˘1 s’identifie à ℓ8pNq.

4. Montrer de même que
`

c0pNq
˘1 s’identifie à ℓ1pNq.
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