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Probléme 1.
Partie 1.

1. Soit ¢ € [—1,1] Comme arccos(t) € [0,7], sin(arccos(t)) est positif ou nul; de plus, la relation
sin?(u) 4 cos?(u) = 1, valable pour tout réel u, nous donne que (sin(arccos(t))? +t2 = 1, ce dont
on déduit (puisque sin(arccos(t)) est positif) que sin(arccos(t)) = V1 — t2.

Puisque arccos est la bijection réciproque de cos, on sait que arccos sera dérivable en tout point x
tel que (cos)’ soit non nulle en arccos(x), autrement dit en tout = €]—1, 1. La formule de dérivation
des fonctions composées nous donne :

-1

V1i—a2?

2. Comme arccos(z) tend vers 0 quand x tend vers 1, et sin(u) ~ « en 0, on obtient que sin(arccos(x)) ~;-
arccos(z), autrement dit \/1 — 22 ~;- arccos(x).

Partie II.

1. Soit x € [-1,1]. On a Tp(x) = cos(0) = 1; T1(x) = cos(arccos(z)) = x; To(x) = cos(2 arccos(z)) =
2(cos(arccos(x)))? — 1 = 222 — 1.

2. Soit « € [-1,1] et n > 1. En développant les cos, on obtient :

Vz €] —1,1] —sin(arccos(z)) - arccos’(z) =1 donc  arccos'(z) =

Thni1(x) + Tho1(2) cos((n + 1) arccos(x)) + cos((n — 1) arccos(x))

2 cos(n arccos(nx)) cos(arccos(z)) = 22T, (x) .

On en déduit immédiatement que pour tout n > 0 on a Ty yo(x) + T (z) = 22T, 41 (x), ou encore
Tnio(x) = 22T 1(x) — Th(x) .

3. Montrons par récurrence que 7, est une fonction polynomiale a coefficients entiers. On 'a déja
vu pour n = 0,1,2; supposons que n > 2 soit tel que 7T} soit une fonction polynomiale &
coefficients entiers pour tout k& < n. Alors, le résultat de la question précédente nous dit que
To(z) = 22T,,—1(z) — T,,—2(z), donc T;, est une combinaison linéaire a coefficients entiers de fonc-
tions polynomiales & coefficients entiers. Par conséquent, T}, est aussi une fonction polynomiale &
coefficients entiers, ce qui achéve la démonstration.

4. Soit n € N. Le résultat de la question précédente nous permet de conclure qu’il existe une fonction
polynomiale f, sur R telle que f,,(z) = T, () pour tout € R. Montrons qu’une telle fonction est
nécessairement unique ; si g est une autre fonction satisfaisant cette condition, alors f,,(x)—g(z) =0
pour tout x € [—1, 1], par conséquent f, — g est une fonction polynomiale qui s’annule une infinité
de fois, ce qui n’est possible que si f,, — g est la fonction nulle, c’est-a-dire que si g = fi,.

5. Montrons par récurrence que pour tout n > 1 T}, est de degré n, de coefficient dominant 271
et que la parité de T;, coincide avec celle de n. D’aprés les calculs précédents, ces propriétés sont
vraies pour n = 1,2 (et Top = 1 donc les propriétés autres que le coeflicient dominant sont vraies
aussi pour n = 0). Supposons maintenant que n > 3 soit un entier tel que ces propriétés soient
vérifiées pour tout entier k tel que 1 < k < n. Alors on a T, (z) = 22T,,_1(z) — T),—2(x), donc notre
hypotheése de récurrence permet de conclure que :

o T, estdedegré 1 +n—1=n.

e Le coefficient dominant de T}, est le double de celui de T},,_1, qui vaut 2”2, donc le coefficient
dominant de T}, est égal & 2771,

e Sin est pair, alors x — 2z7T,,_1(z) est une fonction paire, et de méme pour 7,,_o, par hypothése
de récurrence ; donc T}, est une fonction paire. On voit de méme que, si n est impair, alors T,
est une fonction impaire.
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Soit t € [0, 7] et n € N. On a par définition de arccos, et puisque t € [0, 7], que arccos(cos(t)) =t
et donc T),(cos(t)) = cos(n arccos(cos(t))) = cos(nt).

Soit n € N. Puisque | cos(u)| < 1 pour tout réel u, il est clair que |T,,(z)| < 1 pour tout x € [—1,1].
Par ailleurs, on a par définition (ou le résultat de la question précédente) que T, (1) = cos(0) = 1.
On en déduit que sup |T,(z)| = 1.

z€[—1,1]

Fixons n € N* (pour n = 0 on sait que 7}(1) = 0). Pour calculer T}, (1), on peut utiliser le fait que
T,, est une fonction polynomiale sur R, par conséquent sa dérivée est continue en 1 et on doit avoir

T,(1) = lim T} (z) = lim —sin(narccos(z)) - "

z—1- z—1— 1 — x2 ’

On sait que narccos(x) tend vers 0 quand z tend vers 17, par conséquent on a
sin(n arccos(z)) ~1- narccos(z) ~1- nyv/1— a2 .

-1
On en déduit que lim —sin(narccos(x)) -
Tz—1— 1— 22
quons que pour n = 1,2 on obtient un résultat compatible avec la valeur de 7}, qu’on a obtenue

plus haut).

=n?, d’oit T.(1) = n? pour tout n. (Remar-

Soit n € N et tout u € R. Procédons par récurrence sur n : pour n = 0 on a |sin(nu)| = 0 <
0 = n|sin(u)|. Supposons maintenant notre propriété vraie au rang n; en utilisant une formule de
trigonomeétrie, notre hypothése de récurrence et le fait que | cos(x)| < 1 pour tout réel x, on obtient

|sin((n + 1)u)| = |sin(nu) cos(u) + sin(u) cos(nu)| < |sin(nu)| + |sin(u)| < (n 4+ 1)|sin(u)| .

Ceci conclut la démonstration.
Soit n € N. Pour « €] — 1,1[ on a

|T! (z)| = |(cos(n arccos(z))| = _sin(narccos(x))’ <

V1—22

(L’inégalité ci-dessus vient du résultat de la question précédente).

sin(arccos(z)) ’ 5
————"=n".

V1—22

Puisque |T7(1)| = |T.(—1)| = n?, on a donc finalement sup |77, (z)| = n®.

z€[—1,1]
Comme suggéré dans ’énoncé, on va procéder par récurrence. Le résultat attendu est vrai pour
n = 0,1. Supposons que n > 2 soit tel que le résultat désiré soit vrai pour tout £ < n. La relation
To(x = —2T,—1(x) — Th—2(x) est une égalité entre fonctions polynomiales qui est vraie sur [—1, 1],
elle est donc vraie sur R tout entier. Fixons r € R*; on a

r4rt _ r4r1 r4r1
T(—5—) = (r+r )hha(—5—) = Th-a(—5—)
2 2 2
1 Tnfl +T17n ,r,n72+7,27n )
= (r+r7) 5 - ) ( récurrence)
2
. r+rt o .
Soit z € [1,4+o0[; pour trouver r €10, +o0[ tel que & = —p o pourrait étudier la fonction
-1
r+r

o L, voire simplement lui appliquer le théoréme des valeurs intermédiares (aprés avoir

calculé les limites en 1, +00) ; mais on peut aussi simplement résoudre ’équation suivante d’inconnue
r:r+ 1 =2z ouencore r? — 2zr +1 = 0. Le discriminant de ce trinome est 42% —4 > 0, ce qui
montre que ’équation a des solutions

ry =vEvVx2 -1

(qui sont confondues dans le cas ou le discriminant est nul, c’est-a-dire & = 1). En particulier,
r = x + v/x2 — 1 est une solution non nulle de notre équation.
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Soit © € [1,+o0[ et n € N. Avec r = z + a2 — 1, les résultats des questions précédentes nous
r"4r " . 1 .
montrent que T}, (z) = — On vérifie que w4+ — > 2 pour tout u > 0 (par étude de fonction,
U
ou en multipliant les deux cotés de U'inégalité par u et en formant leur différence). Par ailleurs,
_ , LT n . r’tr "
onar >1,doncr ™ <1< " dot ———— < r". Le fait que T,,(z) = — donne alors

T, () < r™. On a donc bien obtenu que, pour tout n € N et tout z > 1,

1<Th(z) < (z4+ Va2 -1)".

Pour tout ¢ € [0, 7] on a vu que T, (cos(t)) = cos(nt), ce qui, en dérivant, nous donne
vVt €[0,m] —sin(t)T,(cos(t)) = —nsin(nt) .
En dérivant une fois de plus, on obtient
Vt € [0,71]  — cos(t)T) (cos(t)) + sin?(t)T (cos(t)) = —n? cos(nt) .
Pour z € [—1, 1], on obtient en appliquant ’égalité précédente pour ¢ = arccos(z) que
—aT) (x) + (1 — 2®)T/ () = —n?T,(x) , ouencore (1—2?)T/(x) — 2T, () +n>*T,(z)=0.

L’équation ci-dessous est une égalité entre fonctions polynomiales : si elle est vraie sur [—1, 1], alors
elle doit étre vraie sur R, par le méme raisonnement que celui qu’on a utilisé a la question 5.

La fonction h: x — f(z)g(z) est continue sur | — 1,1[; 'intégrale est généralisée en 1

1
V1— 22
et en —1. En 1, on a V1 —22 = /(1 -2)(1 +2) ~ v2y/1—x. De plus, fg est une fonction
continue sur [—1,1], donc elle y est majorée par un réel M ; on obtient donc que, au voisinage de

V-2

Par conséquent, l'intégrale converge absolument en 1. Le méme raisonnement s’applique, mutatis
mutandis, en —1. On en déduit que h est intégrable sur | — 1, 1].

1, |h| est majorée par la fonction x — , qui est intégrable d’aprés le critére de Riemann.

D’aprés le résultat de la question précédente, cette application est bien définie. Pour vérifier que

c’est un produit scalaire, on doit vérifier :

e Que o est a valeurs positives, ce qui est immédiat, puisque ¢(f, f) est 'intégrale d’une fonction
positive, pour toute f € E.

e Que p(f, f) = 0 entraine f = 0. Pour cela, il suffit de remarquer que ¢(f, f) est 'intégrale d’une
fonction positive et continue sur | — 1, 1], et ne peut donc étre nulle que si la fonction en question
est elle-méme nulle sur | — 1, 1], c’est-a-dire si f est nulle sur | — 1,1[. Comme f est polynomiale,
on en déduit qu’elle est nulle sur R.

e Que @ est symétrique, ce qui est immeédiat : p(f, g) = ¢(g, f).

e Que ¢ est bilinéaire :

1
PALfi £ Aafoy pugn + paga) = [1(A1f1(x) + A2 fa(@)) (191 (2) + M292(a:))\/1difiﬂ;2

= Apmp(fi,91) + Mpap(fi, g2) + deprp(fa, 91) + Aaprap(fa, g2) -

Procédons par récurrence; on n’a guére d’autre choix que d’imposer py = 1. Supposons (pg)
construite jusqu'au rang n — 1 (n > 1); alors (pg)i<g<n—1 forme une base orthogonale de l'es-
pace En — 1, qui est de dimension n. Alors E;- | est de dimension 1 dans F,,, et contient donc
un vecteur non nul P, qui est nécessairement de degré n (puisqu’il n’appartient pas & F,,_1. En
multipliant P par une constante non nulle, on peut faire en sorte que son coefficient dominant soit
1, et poser p, = P.

On a déja vu qu’une telle famille existe; montrons qu’elle est unique. Pour cela, supposons avoir
montré qu’il n’existe qu’une seule famille (Qy) k<, vérifiant les conditions de I’énoncé jusqu’au rang
n > 0 (on a déja vu que pour n = 0 on a nécessairement Qg = 1, ce qui initialise notre récurrence).
Soit P,@Q deux polynomes tels que les suites (Qq,...,Qn, P) et (Qo,...,Qn, Q) satisfassent les



20.

conditions. Le raisonnement de la question précédente montre que P et () sont proportionnels
(puisqu’ils appartiennent a lorthogonal de E,,_; dans E,,, qui est de dimension 1) ; comme de plus
P et @ ont le méme coefficient dominant, ils sont nécessairement égaux, ce qui nous permet de
conclure par récurrence.

La fonction x + arccos(z) étant une bijection de classe C* de ] — 1, 1] sur |0, 7[, on peut utiliser le
changement de variable u = arccos(x) et obtenir que

LT (@) T () . 1 arccos(n cos(x)) arccos(m cos(z))
Lo,

V1—a? V1—z?

dx = / cos(nu) cos(mu) du .
0

™
Pour calculer / cos(nu) cos(mu) du, on peut passer en complexes, ou directement linéariser a
0

cos(a + b) + cos(a — b)
2

Paide de la formule cos(a) cos(b) = , qui nous donne

™ cos((n + m)u) + cos((n — m)u)

/ cos(nu)cos(mu)du:/ du.
0 0 2

Reste a calculer / cos(ku)du pour k € Z; si k est nul cette intégrale vaut , sinon elle vaut
0

Pmmq“

= 0. On obtient donc finalement que

k 0
0 sin#m
P @) (@) ), Sin=m#0
—1 \/1—1‘2 2 .
™ sin=m=0

Par conséquent, la suite (7)) forme une famille orthogonale telle que T,, € E,, pour tout n; le
coefficient dominant de T}, étant 2”~!, on obtient que Q,, = 2'~"T,.



Probléme 2.

Préliminaires.
n

1. Il faut corriger I’énoncé et supposer que c’est h,, = Z fr qui converge simplement vers g.Chaque h,,
k=0
est continue par morceaux, a valeurs positives, et (hy,,) converge simplement vers g avec h, (x) < g(x)
pour tout x € J. Comme g est intégrable, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée,
et obtenir que

J

ngrfoo : (kz_o fk(x)> dx = ngrfoo hy(x) de = /Jg(m) dx .
Comme on a / (Z fn(ac)) dx = Z/ fx(x) dz pour tout n par linéarité de l'intégrale, on vient
J \k=0 k=077

+oo
d’obtenir que Z/fk(ac) dx:/g(x) dz.
i—o’J J

+o0
1-2z . .
2. Pour z €]0,1[, on a E (1 —2) = 12 (somme des termes d’une série géométrique), donc
-z
n=0

1 Udx
n1l—z T = =1In(2) .
A(;m (1 ))d /01+x In(2)

Comme la série de fonctions intégrées est a valeurs positives et = +—

est continue, on peut

400 1
appliquer le théoréme précédent (avec J =]0,1[) et obtenir que Z/ z?"(1 — x) dr = In(2). Un
n=0"0

calcul immédiat nous donne, pour tout n € N :

/ xzn(lfx)dx:/ (2 — 2t do = -
=1 1
Par conséquent, on a nzz% <2n 1 oy 2) = In(2). Ceci nous donne
—+oo
(_1>n
=—1In(2) .
2 n(2)

(Pour justifier complétement cette égalité, on peut noter que Z:;“’l # converge d’apres le théo-

réme des séries alternées; et pour tout N > 1 on a

%H)":Nf IR
= n = 2n + 1 2n + 2

donc les deux séries ont la méme limite)

n
3. On pose de nouveau, pour tout n € N, h,, = Z fn(z); Vinégalité triangulaire nous donne que pour
k=0

n 400
tout n € N et tout = € J on a |h,(x)] < Z |fi(z)| < Z | ()|, qui est intégrable par hypothése.
k=0 k=0

Comme les (h,) sont continues et convergent normalement vers g, g est continue aussi. On peut
maintenant appliquer le théoréme de convergence dominée, ce qui nous donne que g est intégrable

et/}g(m)dxer:Z:/an(x)dm.



Partie I.
1. En 0, on a arctan(t) ~ t et ™ — 1 =1+ 7t — 1 + o(t) = 7t + o(t) ~ 7wt. On en déduit donc que

lim o(t) =

z—0t

Ceci montre que la fonction ¢ se prolonge par continuité en 0 en posant ¢(0) = —.
7r

2. Le fonction ¢ est un quotient de fonctions dérivables, dont le dénominateur ne s’annule pas, donc
© est dérivable. En appliquant la formule de dérivation d’un quotient, on obtient

eﬂ't —1 mt

¢'(t) = (et 1_ 1)2 ( 1+ et arctan(t)) = (7t — 16)2(1 1) (1—e ™ —m(1+ %) arctan(t)) .

3. La factorisation qu’on vient d’obtenir pour ¢’(t) montre que ce qui est important pour comprendre
les variations de ¢ est de déterminer le signe de la fonction ¢ définie par ¥(t) =1 —e ™ — (1 +
t?) arctan(t). Cette fonction est dérivable, et on a

Y (t) = me” ™ — 7 — 27t arctan(t) .

Par conséquent, ¢'(t) < 0 pour tout ¢ > 0, ce qui montre que 1 est strictement décroissante sur
[0, +00]. Comme %(0) = 0, on obtient que ¥ (t) < 0 pour tout ¢t < 0, donc il en va de méme pour
¢'(t) et on obtient que ¢ est strictement décroissante sur [0, 4o00].
4. Puisque ¢ est décroissante, la borne supérieure de la fonction ¢ sur |0, +oo[ est égale a lim+ o(t) =
z—0
1

™
5. La fonction ¢ se prolonge par continuité en 0, donc le probléme de convergence de I ne se pose

7r
qu’en +oo. La fonction ¢ est a valeurs positives, et arctan(t) — 5 quand t tend vers +oo. Par

~7™ et cette fonction est intégrable sur [0, +oo| (d’intégrale

7r
conséquent, en 400 on a @(t) ~ 3¢
égale a ) On en déduit que I est une intégrale convergente.

6. Pour tout ¢t > 0, on a

1
_ -7t _ —Trt —n7rt —nmt
—— =€ — = E e E e .
e —1 1—e 7t

Donc la série de fonctions de terme général arctan(t)e‘”” (pour n > 1) converge simplement

vers p(t), et ces fonctions sont a valeurs positives. Comme ¢ est intégrable sur |0, 4o00[, on peut
appliquer le résultat de la premiére question du premier probléme, et obtenir

+oo +o00
I= Z/ e~ "™ arctan(t) dt .
n=170

Pour obtenir la deuxiéme égalité, fixons n > 1 et faisons une intégration par parties (les fonctions
qui interviennent sont bien de classe Cl) ; pour cela, pour éviter des erreurs, fixons M > 0 (qu’on
fera ensuite tendre vers +00) et calculons

{—e_"”t arctan(t)]M /M e~ nmt
+ —dt .
0 o nm(l+1t2)

nmw

M
/ e "™ arctan(t) dt =
0

1 +o00 e—n‘n’t

nw Jo 1+ t2
En reportant cela dans I’égalité obtenue précédemment pour I, on obtient finalement

M
En faisant tendre M vers +o0o, on obtient que / e " arctan(t) dt =
0

7n7rt

+oo
I_Zmr/ 1—|—t2



Partie II.

efzt
1. Pour z < 0, la fonction T2 tend vers 400 quand z tend vers 400, par conséquent f(x) n’est pas

efmt

1
e < 1 qui est continue et intégrable sur

définie si x < 0. Si > 0, on a par contre 0 <
—xt

e
10, +00[. Comme z — 7 e est continue pour tout ¢, les hypothéses sont réunies pour appliquer le

théoréme de continuité des intégrales a parameétres (qui suit facilement du théoréme de convergence
dominée rappelé au début du probléme). On voit donc que F est définie et continue sur [0, +00[.

2. Ici on peut raisonner par convergence dominée, ou directement utiliser un encadrement : pour tout
z>0o0na

T

+o0o 1
ogf(a;)g/ e hdt =~ .
0

On en déduit que f(x) tend vers 0 quand z tend vers +oo.
En général, on peut traiter ce genre de questions en utilisant le théoréme de convergence dominée,

e—:lint
.
141¢2
La suite h,, converge simplement vers la fonction nulle, et est dominée par la fonction intégrable
+oo

1
t— e ; le théoréme de convergence dominée nous permet donc de conclure que hy,(t)dt

0
tend vers 0 quand n tend vers +oo. Autrement dit, f(x,) tend vers 0 et, la suite (z,) étant une
suite quelconque tendant vers +oco, on conclut que f(z) tend vers 0 quand x tend vers +oo.

de la fagon suivante : considérons une suite (z,) qui converge vers 400, et la suite h,: ¢

3. Fixons a > 0. Pour tout = € [a, +o0o[ et tout ¢ > 0, on a

i e—xt B t e—mt
or \1+¢t2) 142"

—xt
De plus, e < e~ pour tout x €]a, +ocf, et t — e~ est intégrable sur ]0, +oco[. On peut donc
appliquer le théoréme de dérivabilité des intégrales a paramétres et conclure que f est dérivable
+oo —xt
e
sur |a, +o0o[ pour tout a > 0, de dérivée égale a f'(x) = / —tm . En appliquant le méme
0

e—aﬁt

1+t%
Les formules précédentes étant valides sur |a, +oo[ pour tout a > 0, elles le sont en fait sur |0, +00]
et on a en particulier, pour tout x €]0, +o0],

+o0
raisonnement, on obtient que f’ est dérivable sur |a, +00[, de dérivée égale & f”(z) = / t2

+oo
(@) + flz) = / ey

X

4. Soit x > 0 et y > x. Par intégration par parties, on a

() = /: sin(t) i — {_ cos(t)r B /: cos(t) @

t t o, t2

t
Puisque t — CO;( )

est intégrable sur [z, +oo[ par comparaison & une intégrale de Riemann, on

+° cos(t)
12

obtient que S, (y) tend vers cos(1) —/ dt quand y tend vers +o00. On montre de la méme
x
fagon que C,(y) a une limite quand y tend vers +oo.
) ¥ sin(t)
5. Par la relation de Chasles, on a pour tout = > 0 que g(z) + ;
1

t)

, ) ¥ sin(
fondamental de ’analyse nous dit que x —
1

dt = g(1). Le théoréme

dt est dérivable sur ]0;+oo[, de dérivée



. s
bm(x). On obtient donc que g est dérivable sur ]0, +oo[, de dérivée — 1n(x). De la méme fagon,
x x
cos
on obtient que h est dérivable sur |0, +oo| et ¢'(z) = —ﬂ.
x

Par définition de la convergence d’une intégrale généralisée on a que g(x) et h(x) tendent vers 0
quand x tend vers 4o0.

. Soit A, p deux réels et k: x — Acos(z) + psin(x). Si k(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo, alors
k(2nm) = X tend vers 0, donc A = 0; de méme, k(2n7 + §) = p tend vers 0, donc p = 0.
Réciproquement, il est bien clair que si A = y = 0 alors Acos(z) + pcos(z) tend vers 0 quand =
tend vers 4-o0.

. On commence par résoudre I’équation y” +y = 0 : ses solutions sont de la forme z — A cos(x) +
Ao sin(zx).

1
Puis on applique la méthode de la variation de la constante pour résoudre I'équation v’/ + ' = —,

et on cherche y sous la forme x +— A\(z)cos(z) + A2(x)sin(z), avec la condition (suggérée par
lénoncé) Aj cos+N,sin = 0. Ceci nous donne y'(z) = —Ai(z)sin(x) + Az(x) cos(z) pour tout
x > 0; en dérivant une fois de plus, on obtient y” (z) = — A} (x) sin(z) — A1 (z) cos(x) + A5 (x) cos(z) —
A2(z) sin(z), ce qui donne y(x) + ¢ (z) = =N (2) sin(x) + Ny (x) cos(x).

Finalement, on obtient que y est solution dés que A1, Ao vérifient

M (x) cos(x) + Ny(x) sin(z) =

Va €]0, +oof {A'l(x) sin(z) + Ay(z) cos(z) =

gl= O

_sin(z)

En résolvant ce systéme, on obtient A (z)(cos?(z) + sin?(z)) = , donc Nj(z) = ¢'(x); et

Xo(z) = — = h'(z)/

Une solution particuliére du systéme est donc x — g(x) cos(z)—h(z) sin(x), et les solutions générales
sont de la forme

cos(x)

x> (A+ g(x))cos(x) + (B — h(z))sin(z) avec A,BeR.

. En particulier, f est de la forme ci-dessus; comme lim f(z) = 0 quand = tend vers +o0, on doit
avoir f(z) = g(z) cos(z) — h(x) sin(z) pour tout = €]0, +oo[. Ceci donne :

/+°° sin(t) cos(z) — cos(t) sin(z) g — /+°° sin(t — x) i@t

fa) = t t

En utilisant le changement de variables affine u =t — x, on obtient finalement

Vo >0 fz)= /m s g,
0

uU—+x

Le changement de variables affine (et bijectif car > 0) u = 2t nous donne

+°0 sin(xt)
Yz >0 = dt .
v>0 flo) /0 1+1

sin(u) du tend vers

+o0

™
. On sait que f est continue en 0, et f(0) = 5" Il nous reste & montrer que / n
0o u+zw

+° sin(u) . .
/ ———= dt quand z tend vers 0. On ne peut hélas pas appliquer directement de théoréme de
0 u

continuité des intégrales & paramétres (on n’a pas de fonction de domination) mais, pour = > 0,

ona . . .
/ sin(u) du— / sin(u) du = —z/ sin(u) du
0o u+tz 0 u o u(r+u)
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Pour € > 0, on a donc pour tout x > 0 que

+oo s +oo s
/ sin(u) du— / sin(u) du
0 u+x 0 u

IN

g

e .
/ sin(u) du‘ .
0 u

Le terme de gauche tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 (puisque la fonction z +—

sin(z)

continuité en 0) et, a € fixé, on peut appliquer le théoréme de continuité des intégrales & paramétres
au terme de droite. Par conséquent,

IN

se prolonge par

+0o i 400 .
sin(u sin(u
lim Ldu—/ JcluzO.
z—0t Jo u+x 0 U
+oo 3
sin(u m
Ceci permet finalement de conclure que / sinu) du = f(0) = 3
O U
+oo
En reprenant les notations de 1’énoncé, on a vu que I = Z k—f(kﬂr), ce qui nous donne :
k=1

sin(kmt) sin(k
I =
ka/ 14t Z/ 7T+“

(la derniere égalité vient du changement de variables affine u = 7t)

En utilisant la méme intégration par parties que précédemment, on obtient
1X/1 1t k
:72 777/ 1 cos( u)du
m e \k2 m o (utm)? k2 '
—+o0

Puisque E w2 converge, on peut séparer les deux sommes et obtenir
k=1

+o0 +00 ;oo
1 1 1 1 cos(ku)
L Y P - du) .
o U e

k=1

Enfin, on peut utiliser le fait que le série de fonctions apparaissant ci-dessus converge absolument
pour échanger série et intégrale, et obtenir

400 400 [H+o0
1 1 1 1 cos(ku)
I = — — - — S d
w2 ; k2 /0 <z:1 (u+m)?2 k2 u)

k=
1 —i:’o 1 1 /+°° 1 —i:'o cos(ku) J

- - N - _=- u
w2 — K )y (utm)? Pt k2



