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Master 1 Introduction a la logique mathématique

Devoir maison (préparation pour le partiel)

Exercice 1
Dans cet exercice, on admet 'hypothese du continu généralisée, c’est-a-dire R,y = 28 pour tout
ordinal .

1. Soit k un cardinal infini et A\ un cardinal non nul ; montrer que :

K si A < cof(k)
A=<kt sicof(k) <A<k
AT sik <A

2. En déduire les valeurs de x* quand  est régulier.

Exercice 2
Dans cet exercice on considere un cardinal singulier x, et on suppose qu’il existe des cardinaux
Ao < Kk et v tels que :

VA (M <A<k)=2' =1y

Le but de l'exercice est de prouver qu’on doit alors avoir 2% = ~.
(a) Montrer qu’il existe un cardinal p tel que A\g < p < & et une famille de cardinaur (kq)a<p tels
que
K =sup{ka: a < p} .
(b) Pour f € 2" et av < p, on appelle f la restriction de f & ko. Montrer que f — (f%)a<, est

une injection de 2% dans [],.,2".
(c) Conclure.

Exercice 3 Dans cet exercice, on veut montrer le théoreme suivant, di a Tarski : 'axiome du
choix est équivalent au fait que X et X x X soient équipotents pour tout ensemble infini X.

1. On suppose que 'axiome du choix est vrai. Montrer que X et X x X sont équipotents pour
tout ensemble infini X.

2. On souhaite maintenant établir la réciproque. Supposons que X est un ensemble ne pouvant
pas étre muni d’un bon ordre.

(a) Justifier existence d’un ordinal g tel qu’il n’existe pas de surjection de X sur /3.

(b) Supposons maintenant qu’il existe une bijection f: XS — (XUS) x (X US). Montrer
que, pour tout x € X, il existe un ordinal v tel que f(v) € g x {x}.

(c) Notons, pour z € X,
g(x) =min ({v: f(y) € B x {z}})
Utiliser g pour munir X d’un bon ordre.
(d) Conclure.



