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Exercice 1 Montrer qu'une théorie T" qui a des modeles finis arbitrairement grands a un modele
infini.

Exercice 2 Soit L un langage, # un énoncé de ce langage et 11, T deux théories dans ce langage
contenant 6. On suppose que tout modele de 6 est soit modele de T}, soit modele de T5 mais
jamais des deux théories. Montrer que 717 et T5 sont finiment axiomatisables.

Exercice 3 On considere le langage L = {E'} ou E est une relation binaire.

1. Existe-t-il une théorie dans le langage L dont les modeles sont exactement les relations
d’équivalence n’ayant que des classes finies sur un ensemble infini ?

2. Existe-t-il une théorie dans le langage L dont les modeles sont exactement les relations
d’équivalence n’ayant qu’un nombre fini de classes sur un ensemble infini ?

3. La théorie des relations d’équivalences ayant une infinité de classes infinies est-elle finiment
axiomatisable ?

Exercice 4

1. Démontrer qu’il n’y a pas d’ensemble ®(z) de L,,-formules tel que dans tout groupe G un
élément ¢ satisfait ®(x) si et seulement si 'ordre de g est fini.

2. Peut-on axiomatiser les groupes de torsion ?

Exercice 5 Soit L un langage fini ou dénombrable et soit T une théorie dans le langage L.

1. Montrer que si T' a un modele infini alors T" a un modele de cardinalité x pour tout cardinal
infini k.

2. Soit k un cardinal infini. Montrer que si 7" a un unique modele a isomorphisme pres de
cardinal x alors T" est complete. On dit qu’une telle théorie est k-catégorique.

3. Montrer que la théorie des ordres totaux denses sans extrémité est Ny-catégorique. Est-elle
aq-catégorique ?

4. Soit Ly = {0,+, )\, : ¢ € Q} le langage des Q-espaces vectoriels et T la théorie des Q-
espaces vectoriels dans ce langage. Pour quels cardinaux k, T est-elle k-catégorique ?

5. Soit p un nombre premier, Ly, = {0,+, A\ : k € F,} le langage des Fp-espaces vectoriels
et 1" la théorie des F,-espaces vectoriels infinis dans ce langage. Pour quels cardinaux &, T
est-elle k-catégorique ?

6. Soit p un nombre premier ou soit p = 0. Pour quels cardinaux «, la théorie CAC,, des corps
algébriquement clos de caractéristique p est-elle k-catégorique ?

7. Pour quels cardinaux «, la théorie des relations d’équivalences ayant une infinité de classes
infinies est-elle k-catégorique ?



8. Soit L = {P; :i € w} ou les P; sont des relations unaires. Soit 7" la théorie dans le langage
L qui dit que les P; sont deux a deux disjoints et que chaque P; est infini.

(a) Vérifier que T n’est catégorique en aucun cardinal x.

(b) La théorie T est-elle complete ?

Exercice 6 Soit L un langage fini et 7" une théorie dans le langage L. Montrer que si dans tous
les modeles de T les sous-structures engendrées par un nombre fini d’éléments sont finies, alors
il y a une fonction f : w — w telle que pour tout n, une sous-structure engendrée par n éléments
d’un modele de T est de cardinal inférieur a f(n).

Exercice 7 Nous considérons un langage L comprenant une infinité dénombrable de symboles
de relations binaires : L = {E;|i < w}.

1. Ecrire les énoncés qui disent que pour tout ¢ < w, E; est une relation d’équivalence, que Ej
n’a qu'une seule classe et que les classes de E;,; sont obtenues en divisant chaque Fj;-classe
en exactement deux classes infinies.

2. Montrer que la structure suivante est un modele dénombrable des énoncés du premier point :
Mo = ({f € 2¥: il existe i < w tel que pour tout j >, f(i) = f(j). }; Ei(x1,x2) (i <w)),

oll pour tout i € w, (01,0,) € EM si et seulement si o [i = o3 i.
Le point 2 montre que les énoncés du premier point forment un ensemble consistant. Ces
énoncés et leurs conséquences seront notés T

3. Nous dirons qu'un modele M de T est riche si pour tout a € M il existe une infinité
de b € M tel que M |= E;(a,b) pour tout i < w. Montrer que tout modele de 7" a une
extension élémentaire riche de méme cardinal que lui.

4. Montrer que deux modeles riches sont co-équivalents. En déduire que T est complete et
No-catégorique.



