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Feulille 4

Exercice 1 (Cardinaux finis.) Montrer que tous les ordinaux finis sont des cardinaux. Montrer
que w est un cardinal.

Exercice 2 (Opérations arithmétiques : bonne définition.)

1. Montrer que pour tous ensembles Xo, X1, Yy, Y1, si [ Xo| = |X1] et |Yo| = |Y1], alors | Xo U Y| =
X1 Ui, [Xo x Yol = [ X1 x Vi et | X0P] = [X]1).

2. Montrer que si (X4)a<x €t (Ya)a<a sont deux suites d’ensembles tels que | X, | = |Y,| pour tout
a <A, alors || ooy Xal = [acr Yal et [TTocr Xal = [TIacr Yal-

Exercice 3 (Opérations arithmétiques : propriétés fondamentales.)

1. Soient A un cardinal infini et (Kq)a<x une suite de cardinaux non nuls et kK = sup{kq|a < A}.
Alors, Yoy Ka = A - K.

2. Montrer que si &, \, u sont trois cardinaux, alors (k*)# = kM et kF M = gATH,

3. Montrer que si £ est un cardinal et que {);|i € I} est une famille de cardinaux, alors [];c; k' =
R2ier i

4. Montrer que pour tout 0 < n < w et k infini, K" = k.

5. Montrer que si k est un cardinal infini, alors kK = 2.

6. Montrer que [],_,, N, = R0,

7. Montrer que si (X;)i<q est une suite d’ensembles alors || |, Xi| = [(;<, Xi) Ll Xal et | [[;<, Xil =

[(TTica Xi) X Xal-

Exercice 4 (Quand on tend vers l’infini...)

1. Trouver des suites cardinaux (k;)icr et (A;)ier tels que k; < \; pour tout ¢ € I mais que
Dier Bi = Djer N
2. Trouver une suite infinie de cardinaux non nuls (x;);er tels que Zie 1R = Hie 1 Ki-

3. Calculer [y, <., 7

Exercice 5 (Les ordinaux au dela du dénombrable...)
1. Montrer que w*' = w; (exponentiation ordinale).

2. Montrer que |Q| = ¥ et que R = 280,

Exercice 6 (Cofinalité : propriétés élémentaires.)

1. Montrer que pour tout ordinal a, cf(a) est le plus petit ordinal 7 tel qu’il existe une fonction
f v — a dont I'image ne soit pas strictement majorée.

2. Montrer que pour tout ordinal «, cf(a) est cardinal.
3. Montrer que pour tout ordinal «, cf(cf(a)) = cf(a). En déduire que cf(a) est un cardinal régulier.

4. Montrer que si « est un ordinal limite, alors cf(a) =cf(X,).



Exercice 7 (Cofinalité : régularité, singularité.)

1.

Montrer qu'un cardinal infini x est régulier si, et seulement si, pour tout A < k et toute famille
{Xalo < A} avec |Xo| < & pour tout a < A, |Uycr Xa| < k-

. Si k est un cardinal infini, alors montrer que cf(x) est le plus petit cardinal p tel que k soit la

réunion de p ensembles cardinal strictement inférieur a k.

. Si k est un cardinal infini, alors montrer que cf(x) est le plus petit cardinal v tel qu’il existe

Ai < K pour i <7y avec k=) ;.. N

. Montrer qu’il existe des cardinaux N, arbitrairement larges tels que N, = «. Déterminer la

cofinalité de vos exemples.

. Montrer qu’un cardinal non dénombrable R, a la fois limite et régulier satisfait X, = «.

Exercice 8 (Exponentiation des cardinaux.)

1.

2.
3.

Soient x un cardinal infini et A < cf(x). Montrer que toute fonction croissante f : Kk — X est
constante sur un segment final de .

Soient  un cardinal infini et A un cardinal non nul. Montrer que (x7)* = &+ - k.

Soient n un entier et A un cardinal non nul. Montrer que X = §,, - 2*.



