2012/2013 Semestre de printemps
Université Lyon | Calcul différentiel et intégral

Exercices sur les intégrales doubles.
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Exercice 1. Calculer/o (/Omdy)d:c, et/o (/Omdx)dy.

Qu’en déduisez-vous ?

dx d
Exercice 2. Soit D = [0,1]?. Calculer // e
p(z+y+1)?
n(1
Exercice 3. On veut calculer I = / de.
0 1 -+ .1'2

x
O J= dxdy, D = [0,1]%
n pose //D(1+x2)(1+$y)$y’ [0, 1]
Calculer J de deux maniéres différentes , et en déduire la valeur de I.

71'/2 1 1
Exercice 4. 1. Montrer 'existence de I = / wdz.

20 CcoS &

2. Montrer que [ = // &dxdy ou D = [0,2]%
p 1+ coszcosy

3. En déduire la valeur de 1.

Exercice 5. Calculer les intégrales suivantes :
1. // (x+y)e Pe Ydady o A= {(z,y) € R*/z,y > 0,2 +y < 1}.
A
2. // (2% + y*)dzdy ot B = {(x,y) € R?/2? +y? < x,2° + 19> > y}.
B

Ty )
> //c mdmdy ou C' = {(z,y) € [0,1]*/2* + y* > 1}.

1
4 ———dzdyou D =10,% 0. 1.
//D?/COS(:B)—I—lxyou [0, 5] %[0, 3]

Exercice 6. On note D le domaine délimité par les droites x =0, y =x + 2 et y = —x.

1. Calculer (directement) I = // (x — y)dzdy.
D

2. Calculer I au moyen du changement de variable u =x +y et v =2 —y.



Exercice 7. Soit D le disque de centre (0,1) et de rayon 1 du plan. Calculer / / (2% +
D
y*)dz dy .

Exercice 8. Soit D = {z > 0,y > 0,2? + y*> — 2y > 0,22 + y?> — 1 < 0}. Calculer

// Vaz+yrdedy .
D

Exercice 9. Calculer a ’'aide d'un changement de variables approprié :

1. // 2y dady, avec A = {(x,y): y >0, 22 +y?> — 22 < 0}.
A

2. // (2% — y) dxdy, avec C' le carré de sommets (1,0), (2,1), (1,2) et (0,1).
c

Exercice 10. Soit D = {(z* + 3*)? < zy}. Calculer // Vazydrdy .
D

Exercice 11. Soient 0 < a <b,0<c<d,et D= {az? <y <ba* £ <y < 4% Calculer
Iaire de D.
(Indication : poser u = % et v = xy.)

8
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Exercice 12. Soit p > 0 et D = {y* —2px < 0, 2% —2py < 0}. Calculer // e do dy.
D
(Indication : poser z = u?v et y = uv?)

Exercice 13. Soit R > 0, Dp = {z> +y*> < R*,x > 0,y > 0} et K = [0, R]?>. Montrer

que :
// e~ @) gy dy < // e~ @) gy dy < // e~ @) g dy.
DR KR D2R

En déduire lexistence et la valeur de
R

. _ 42
lim e~ dt.
R—+00 0

Exercice 14. 1. Calculer A = // dedy e
o<y<z<1 (1+22)(1 +y?)




2. Démontrer la convergence des intégrales :

B:/”/4111(200828)d97 o= ”/41n(281n20)d(97 D— ' Int @t
o—o 2cos20 o—o 2cos26 o 1 — 12

3. Démontrer que A = B (passer en coordonnées polaires dans A).
4. Calculer B + C' et B — C' en fonction de D.
5. En déduire les valeurs de C' et D.

Exercice 15. Calculer / f(z,y)dxdy dans les cas suivants :
D

L D={(z,y) eR:2? +y* <1} : f(z,y) = (x +y)* et f2,y) = |vyly/2? + 4.
2. D={(r,y) eR¥%y >0,z +y<Ly—x<1}: flz,y) = 2%y
3. D est le triangle de sommets (0,0), (1,1) et (2,—1), et f(z,y) = (z + 2y)>.
1
4 .
(z +y)*
5. D={(z,y) eER*:xt+y>12"+y* <1}, f(z,y) = 2y,

. D={(v,y) eR?:x>1y>2x+y <5} et fz,y) =

2 2 2

x y T y?
6. D={(r,y) eR*: 5+ 5 <1}, fla,y) =\[1- 5+ 3

Exercice 16. Justifier la convergence des intégrales suivantes, et les calculer :

1. // ye “dxdy, T ={(z,y): 1 <z,0 <y <z}

// a2 5 oy oy B = {(z,y): (2* +y?) <9}

Exercice 17. On pose [ :/

42 (@242
ez dt, J= // P )dxdy. Calculer J; en déduire la
R R2

valeur de [I.

Exercice 18. Soit A = [0, 1]x]0, +o0c[. Montrer que la fonction f: (z,y) — e ¥ sin(2xy)

est intégrable sur A, et calculer / / f(x,y) dxdy.
A

+00 1
En déduire la valeur de / —(sin(y))%e™Y dy.
o Y

Exercice 19. On fixe deux réels a,b tels que 0 < a < b, et on introduit le domaine
D ={(z,y): 0 <z <1,a <y <b}. Montrer que (z,y) — a¥ est intégrable sur D, et

prouver que
1,6 __ ,.a 1
/ LY gr=In b .
o In(z) l+a




Exercice 20. Soit [ = {(z,y): 0 < z < 1,—z <y < z}; pour n € N* et [, =
{(z,y): t<z<l,—z<y<az} (neN).

1. Calculer // ex dxdy.
In

2. Montrer que / / ex dxdy existe et donner sa valeur.
I



