Chapitre 2

Séries entieres

2.1 Rappels sur limsup et liminf

Exercice 2.1.1 Dans cet ezercice, (u,) désigne une suite de réels.
1. Rappeler la définition de lim sup u,.

2. Pour chacune des suites (uy,) suivantes, calculer sa limsup :

cos(n)  sin est pair 2
e —

a) u,=(=1)"; b) u,= {

3" sinon
Dans les questions suivantes, on suppose que (uy) est bornée.
3. Montrer qu’il existe une sous-suite de (uy) qui converge vers limsup(uy,).

4. Montrer que L = limsupu,, est caractérisée par la condition suivante :

Pour tout € > 0, l’ensemble des n tels que u,, > L + ¢ est fini, et 'ensemble

des n tels que u,, > L — € est infini.

5. Reprendre cet exercice avec la liminf.

Exercice 2.1.2
1. Soit (un)n>0 €t (Vn)n>0 deur suites bornées de réels. Etablir les propositions
sutvantes :

lim sup (u,, + v,) < limsup u,, + limsup v, ;

n—oo

(VYn > no,u, < v,) = limsupu,, < limsupuw,.

Donner un exemple de deuzx suites pour lesquelles la premiére inégalité est

stricte.

2. Reprendre la question précédente avec la liminf.
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2.2 Disque de convergence et comportement au
bord.

Exercice 2.2.1

1. Soit (uy,) une suite de réels qui décroit vers 0, et (v,) une suite de complexes

telle que

AM >0 Vn [Y ] <M.
k=0

Montrer que la série Z Un Uy est convergente.
n>0
2. Application : soit (uy,) une suite de réels qui décroit vers 0, et 6 un réel non

n

multiple de 2m. Montrer que la série Z une™? est convergente.

n>0

Exercice 2.2.2 Calculer le rayon de convergence des séries suivantes :

n" 2n)!
a) Zﬁz” b) Zn!z” c) Zin')éz”

n>0 n>0 n>0
2 1
d) E nlz"  e) E 2m ™,
n=0 n=0

Montrer que la série ¢) converge pour tout z tel que z # i et |z| = %.

Exercice 2.2.3 Soit 6 € [0, 27].

0
a) Montrer que si |z| <1, la série S(z) = Z Mz" converge absolument.

n>1

b) Montrer que, pour z = 1, la série dérivée de S diverge. En déduire le rayon

de convergence de S.

c) Montrer, sur cet exemple, qu’une série entiére et sa série dérivée n'ont pas le

méme comportement sur le bord du disque de convergence.

Exercice 2.2.4 Calculer le rayon de convergence des séries suivantes et étudier la
convergence de la série sur le bord du disque de convergence :
imn?/2

D Yam P Tamer 9 X

n>1 n>=2 n>=1

Exercice 2.2.5

ZTL
1. Montrer que la fonction z — Z — est définie el continue sur le disque unité
n>1
fermé {z € C: |z| < 1}.

2. Montrer que f n’est pas prolongeable par une fonction holomorphe en 1 (on

montrera que la restriction de f ¢ R n’a pas de dérivée & gauche en 1).
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Exercice 2.2.6

1. Trouver le rayon de convergence de la série anz" 0U Gopr1 = a?"tl et
Jr

azp = b®" avec 0 < a, b.

2. Pour la série Y. a,2", ot az, = a™b" et agpi1 = a™b" Tt avec a,b > 0,

comparer linverse du rayon, R™!, avec limsup ag“ .
n

Exercice 2.2.7

a) Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R > 0, zg € C,
n=0
|z0| = R. Montrer que si la série numérique Z anzy converge alors la série
n=0
de fonctions z — Z anz" converge uniformément sur le segment [0, zo] du
n=0
plan complexe.

b) Application : on veut montrer que

(="
log2 =) . (2.1)
o n—+1

n
. L. . _17
(i) Montrer que la série entiére g (=" LYZ_ 4 pour rayon de convergence
n
n>1

1 et que pour tout t €] — 1,1[, log(1 +t) = Z
n>=0

(_1)ntn+1 )
n+1

(1) En utilisant a), en déduire la formule (2.1).

2.3 Développement en série entiere
Exercice 2.3.1 Développer en série entiére au voisinage de 0 les fonctions sui-
vantes (on précisera le rayon de convergence) :

2
a) g(z) = Ao

=3

C %(OQQGR)

z2—2(cosa

)
) T
)
)

d) h(z) = e™@ cos(z), ot @ € R\ 7Z est firé et cosz := %

Exercice 2.3.2 1. On considére la série entiére g 2" 2", Calculer sa somme
n>0
f dans son disque de convergence. Donner le développement en série de f au

point z = —1/4 et le rayon de convergence de cette série.

2. De méme, on considére la série entiére S(z) = E nz". Calculer le rayon de
n>0
convergence de cette série entiére et expliciter S(z).
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Exercice 2.3.3 Soit f : R — R définie par

B exp(;—;) six #0
f(x)_{o six=0.

a) Montrer que f est de classe C* sur R.

b) Montrer que f n’est pas développable en série entiére au voisinage de 0 et n’est

donc pas analytique en 0.

2.4 Théoréme de Liouville et formule de Parseval

Exercice 2.4.1 Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
n>=0
Pour |z| < R, on pose f(z) = Z anz".
n=>0

a) On fixe r €]0, R[. Montrer que, pour tout n > 0, on a :

| 2
(n) 0) = n 10\ ,—inf do.
£ = g [ frete
b) Pourr €]0, R[, on pose M(r) := sup |f(z)|. Justifier que M (r) < 400 et que,
|z|=r
M
pour tout n = 0, on a |ay| < TELT) .

c) On suppose que R = +o00. Montrer que s’il existe deuz constantes A, B € Rt
etk € N tels que : |f(2)| < A+ B|z|F pour tout z € C, alors f est un polynéme
de degré inférieur ou égal a k. Comme cas particulier, en déduire le théoréme

de Liouville : toute fonction entiére et bornée est constante.

d) On revient au cas général. Etablir la formule de Parseval :

1 2

— | |f@e)Pdo =" |an*r*, (r€[0,R]).

27
0 n=>0

e) On suppose que f se prolonge en une fonction continue fsur le disque fermé
D(0, R).
1

27
e.i) Soit ¢ : [0, R] — R définie par o(r) := 2—/ |f(re?)|? de.
T Jo

Montrer que ¢ est continue sur [0, R].

e.ii) En déduire que la formule de Parseval reste valable en remplagant f par

fet r par R.



