Chapitre 5

Primitives et indices

5.1 Primitives

Exercice 5.1.1 Soient U un domaine de C et f : U — C une fonction holomorphe
telle que f(z) # 0 pour tout z € U. Montrer que les assertions suivantes sont

équivalentes :
1. f7/ a une primitive dans U.
2. Il existe dans U une détermination holomorphe du logarithme de f.

Dans ce cas, quelles sont toutes les déterminations holomorphes surU du logarithme

de f ?

Exercice 5.1.2 Soit «y le cercle centré en 2 et de rayon 1. Calculer fv %dz (sans

expliciter lintégrale curviligne et sans la théorie de l’indice).

Exercice 5.1.3 On fize a €]0,1[ et r €]0,1 — a[. Soit v le cercle de centre a et de

rayon r. Pour z € C\ {—1,1}, ondéfinit g par g(z) = 25=%. Soit ' = go~.
1. Montrer que I' est un circuit tracé dans C*.

2. Calculer [ %.

Exercice 5.1.4 Soit v le cercle de centre 0 et de rayon 1. Calculer :

e? CoS z sin z COS 2
/ —dz(n€Z) ; / dz / dz / —dz
N Z v N 2 N ?

Exercice 5.1.5 1. Soit f(z) =3, 5, C2" 70 Montrer que f est entiére et cal-

n!

culer f(z) pour tout z € C.

2. Soit r > 0. En utilisant le circuit v : [0,1] — C défini par

re?imt 0<t<3
= ’ - -2
"®) { (4t —3)r, L<t<1
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montrer que :
T s .
flx)dx —im = —i/ exp(ire*”)dx.
—r 0

3. En déduire la valeur de lintégrale généralisée

+o0 ;
ST
I= dx.
0 X

5.2 Indices

Exercice 5.2.1 Soit v Uellipse d’équatz’oni—z + g—j =1 avec a,b > 0. En calculant

de deux maniéres différentes f,y %, donner la valeur de

I B /271' dt
o aZcos?t+ b2sin’t’

Exercice 5.2.2 1. Soita € C, |a] # 1. Montrer que Uapplication t — 1

1—2a cost+a?
est intégrable sur [0, 27].

2. Pour |o| # 1, soitf(a) = i En considérant Uintégrale cur-

0 1—2acost4a?”
viligne d’une fonction bien choisie le long du cercle unité, calculer f(«). La

fonction f est-elle holomorphe sur C\ {z: |z| =1} ?

Exercice 5.2.3 Soit V = C\ [-1,1]. On a vu que (c¢f. TD du chapitre 3) qu’il
existe sur V une détermination holomorphe de (2% —1)'/2. Montrer que néanmoins,

il n'existe pas de de détermination holomorphe de log(z? — 1).

Exercice 5.2.4 Soit U un domaine et f une fonction holomorphe sur U telle que

f(z) # 0 pour tout z € U.

1. Montrer que pour tout circuit y tracé dans U on a :

1
2ir [, f(2)

2. En déduire que si pour tout n > 2, il existe sur U une détermination holo-

dz € 7.

morphe de (f(2))Y/", alors il existe sur U une détermination holomorphe de

log f.

Exercice 5.2.5 Soit U = C\ [—i,1].

1. Soit v un circuit tracé dans U. Montrer que

d
/272:0,
5 22+1

2. Montrer qu’il existe une unique fonction f holomorphe sur U telle que f'(z) =
A el et f(d) =%

3. FEziste-t-il une primitive de z — 22—1“ dans D(0,1] ? dans C\ {—i,i} ¢



