Corrigé CCP math I PSI 2003

PARTIE I

I.1 L’application t — pu(t) cost est continue sur R donc G primitive d’une fonction continue est de classe C'! sur R, avec

G'(x) = p(x) cosz. De méme pour H, avec H'(x) = p(z)sinz. On en déduit

T

I w(t) costdt + sin m/ w(t)sintdt — cosz (u(zx) sin(x))
0

F'(z) = sinz (p(z)cosx) +cosav/0

= cosx/ ,u(t)costdt+sinx/ p(t)sintdt = cosx G(z) +sinz H(x)
0 0

DionlE0)=10et F'(0) =0
1.2
G et H étant de classe C', on en déduit que F” est de classe O et donc que F est de classe O? et :

F'(z) = —sinz G (z) + cos® x pu(x) + cosx H(x) +sin’(z) u(x) = —F () + p(x).

Donc

(£ (z) + F(x) = p(x)

1.3
On a probleme de Cauchy
y'+y=n  y0)=0, ' (0)=0,
et d’aprés le théoreme de Cauchy Lipschitz il y a unicité de la solution doncllZ=¢
Remarque: 1’égalité o(x) = sinz [ p(t)dt — cosz [ u(t)dt s'obtient aussi en appliquant la méthode de variation des con-

stantes pour résoudre (E,).
I.4

I.4.1 Comme G est C' on peut dériver la primitive : G'(z+ 27) — G'(x) = p(x + 27) cos(z + 27) — p(x)cosz = 0 car u est
27 —périodique. De méme H'(z + 27) — H'(x) = 0.
I.4.2 La fonction x — G(x + 27) — G(z) est donc constante sur R (intervalle) égale & sa valeur en 27, soit:

Gz +27) — G(z) = G(2x])

De méme lH (z +271) — H(x) = H(27)

1.4.3

ole+2m) —plx)=F(z+2r)— F(z) = (Glxz+27)— G(z))sinz— (H(z +27) — H(z))cosx
lo(x 4+ 2m) — p(z) = Flx+27) — F(z) = G(27) sinx — H(27) cosa]

I.4.4 La famille (cos, sin) étant libre, [F"_est 2m-périodique si et seulement si G(27) = H(27) = ()

I1.4.5 Avec y =sin on a G(27) = f027r sintcostdt =0 et H(2m) = foz7T sin?tdt = m # 0 donc ¢, n'est pas 2m-périodique.

Méme conclusion pour ¢, car alors G(2m) = w # 0.

1.4.6 Pour p = sin on a d’apres 14.4.3.
Psin (l‘ + 271-) - Spsin(l') = - COS(ZE)

donc pour tout entier n on a comme F(0) =0 et g4, (2n7) — @4, ((2n — 2)x) = —7
Ygn(2nm) = F(2nw) =0 X 0 — cos(2nm) X nm = —nw

donc ¢, n’est pas bornée.

De méme pour p = cos et pour tout entier n on a

<pCOS (2n7T + %) =nm + GCOS (%)

donc ¢  n’est pas bornée.
Autre méthode : on peut aussi calculer

) T
Ygn(®) = —sinz — 3 cosz

ORI

et
1.
Ceos(T) = Srsing.



1.4.7 Pour p = |sin|

27 T 27
G(2m) :/ |sint\costdt=/ sintoostdt—/ sin ¢ cost dt,
0 0 ™

et en faisant t = 7 + u dans la deuxiéme intégrale cela donne G(27) = 0. On obtient de méme H(27w) = 0,

[0 est 2m périodique

I.4.8 ¢ étant 27-périodique : ¢ (R) = ¢([0,2x]) . La fonction ¢ étant continue , on a 'image d’un segment par une fonction
continue et donc ¢ (R) est borné.

Par dérivation d’une fonction C?,27 périodique ¢’ et ¢” sont aussi continues et 2r-périodiques et donc bornées.

/ ) P
Dlsin|» Dsin> @ |sin| sSONt bornés sur R

PARTIE II

—t

II.1 t — e t|sint| est continue positive sur RT et ¥+ € RT,0 < e™{|sint] < e ce qui montre que t — e~ |sint| est

intégrable sur R par majoration (puisque t — et I’est)
I1.2

[1.2.1 vy = [, e |sint|dt = [ e *sint dt

On calcule donc : [ e~teitdt = [T e= 1T dt = [e(:ll:i.)t} ===l == ")
i g —1—1

. .. . . > "4
ce qui donne en prenant la partie imaginaire : vy = f—;‘—

[I.2.2 Avec le changement de variable Cy t = nm + « on obtient:

™
Uy = / e~ ¥ sinuldu = e ""vg = (e77)"vp.
0

soitl@

[1.2.3 5

w0 Un st donc une série géométrique de raison €] — 1, 1] donc convergente. De plus sa somme est égale a

v 1 e m+1
1—p 2(1—e7)

[I.2.4 La fonction t — e~!|sin¢| étant intégrable sur R+ 'intégrale généralisée f0+°° e~t|sint| dt converge et

“+o0 X
/ e '|sint|dt = lim / e |sint| dt
0 K=+ Jg

pour calculer la limite (dont on connait I’existence) on peut appliquer le critére séquentiel en utilisant la suite (nm)

“+o0 nmw —+oo
/ eit| sint|dt = lirf / eit\ sint|dt = E Up,
O n— o0 0

n=0

|f0+°o et sint|dt = %&%:’%

I1.3

[I.3.1 Nous avons vu que ¢ était bornée sur R*.Donc
vt €RT, Je o) < llello e 7"

Donc 'application ¢ — e~tp(t) est continue et majorée en valeur absolue par une fonction intégrable sur Rt ce qui
prouve qu’elle est intégrable sur Rt. De méme e=t¢/(t) et e~ tp” (¢) .



[1.3.2 Soit X € R*. On a par partie , et en utilisant ¢(0) = ¢’(0) =0
X X
[ ewetan = el + [ Gt a
0 0
X
= e e R+ [ et ar
0
X
= e e [ et ar
0

En faisant tendre X vers +o0o (les intégrales généralisées convergent) on obtient :

L5 (et = [ o (H)e " di]

Or o(t) + " (t) = p(t) donc p(t)e™ + " (t)e™" = p(t)e " ce qui donne

“+oo + oo
2/ o(t)e " dt = / p(t)e "t
0 0

et donc —
L™ o(t)etar =4 Lz
PARTIE I11
II1.1

[I.1.1 pu est 27-périodique, continue et C'' par morceaux sur R donc le théoréme de convergence normale s’applique et la série
de Fourier de p converge normalement sur R vers p.

[1.1.2 De méme pour ¢ puisque ¢ est 27-périodique et de classe C'! sur R.

III1.2

[I.2.1 p étant paire on a pour tout n entier naturel b,(u) = 0 et

o) = 2 [ ut)costunyar

™

™

2 s
= —/ sin t cos(nt) dt
0

%/W(Sin(n + 1)t —sin(n — 1)t) dt.

On distingue n =1
1 s
ai(p) = —/ sin(2t) dt = 0
0

etn#1 T
an(p) = irﬁylm_aiﬁTﬁI
e
_o2 ot
AR (R SV

Soit pour tout entier naturel p :

azp(p) = T(dp2—1)
a2p+1 (M) =0




[I.2.2 En appliquant le résultat de II1.1.1 on a

[t er [sing =2 — 4y 7o coslzn

s p=1 4p2_1

qui donne pourt =0

et donc

_ 1
|Zp 1 4'0271 _ EI

[I.2.3 On prouve la convergence et on obtient de plus la somme grace au théoreme de Parseval qui s’applique a p puisque p est
2m-périodique et continue par morceaux sur R

1 27
—/ sin?tdt =
™ Jo
2 s
—/ sin® ¢t dt =
™ Jo

&2 =

ap E: 2

> T a2p]
p=1

soit

soit

1= —
2 2 _ 1)\2
™ T = (4p* — 1)
et finalement
|Z+oo I - ll
p=1 (4p2—-1)2 — 16 2

IT1.3

remarque : d’apres le I on sait que ¢ est 27 périodique. De plus comme solution de ’équation différentielle p € C? (R, R)

[1.3.1 G(x) = [, |sint|costdt et donc G(—z) = [, “[sint|costdt = —G(z) apres avoir fait le changement de variable u = —t.
Donc G est impaire. De méme H est paire. On en déduit que ¢ est paire. Et donc b, (¢) = 0 pour n € N*.

[1.3.2 ¢ étant O2 , 27 périodique on sait que ¢, (¢”) = (in)? cp (@) = —n2e, (¢) donclan(@”) = —n’a, (o)

[I.3.3 Ona ¢+ ¢’ = u et donc par linéarité des coefficients de Fourier a, () + an(¢”) = an(p)
soit (1 — n2)a,(¢) = a,(p).

Donc pour n # 1 on a a,(¢) = —5a,(1) ce qui donne

1-n

4 1 4
VpeN, Cb2p(<P) - (1— 4p2)(4p? — 1) - m(4p? — 1)2

et
Vp € N*, agp11(p) = 0.

[I.3.4 II1.1.2donne donc :

2 _cos(2pz)
Ve € R, o(x) = = + a1(p) cosx + —
o(2) ==+ Z 1)

Pour x = 0 on obtient

9 4 +oo 1
0)=0=— - - -
©(0) w+“1(@)+wz(4p2_1)2
p=1
2
d’ol1 , sachant Zp 1 W]T =z _é
T
ai(p) = h

_ 2 z 4 400 _cos(2px
|<P($) =7 - FCoSTH T Tapraiye




IT1.4 On justifie la convergence de la série par le fait que

1 1

(4p? — 1)(16p* — 1) 77 G4pS
+ o0 2 oo

/ e =+ ajcost + Z asp cos(2pt) | dt
0 Q =1

9 [t +o0 +oo [+oo
- / e tdt +a; / coste tdt+ / Z azpcos(2pt)et | dt
T Jo 0 0 —

p=1

Il s’agit donc maintenant de justifier I'intégration terme a terme de la série :

> 0.

En notant a; = a; () on a

+o00o
/ e lo(t) dt
0

o t — agy,cos(2pt) e~t est continue et intégrable sur R+ car |cos(2pt) et < e~?
e la série de fonctions Y as, cos(2pt) e~' converge simplement sur R* vers une fonction continue (¢ — ag — a; cos )
° f() |a2p CcOSs 2pt _t‘dt f() agp(i_t dt = \a2p|

_ 4 ’
= TR oo Mmp = (> 0) terme général d’une série convergente.

Le théoréme d’intégration terme a terme pour les séries de fonctions s’applique et permet donc le calcul :

+00 +00 ' p(—14in)t 17 1 1
/ cos(nt)e " dt = Re [/ e(mt dt] = Re [—] = Re [ - } = >
0 0 —1+4+in —14+1in 14n
d’ou f0+°° coste™"dt =1 et f0+°° cos(2pt) e~ tdt = 1+4p donc
+o0 too
2 1 s 4 1
—t
gar — 241(z).d
/0 ¢ el T 2\ +7rpz::1(4p2—1)2(4p2+1)
11 T
= = te d’apres le IT
4 1—e"
et donc
5 1 _1[_1_1+6‘” 2+1}
2 _ 1)2(4p2 - T
= (4p? —1)2(4p2+1) 4 |41—e T 8
et donc :
3 1 _z [11+_ 2, z}
et (4p%2 —1)(16p* —1) 4 [41—e™ 7w 8
I11.5

[1.5.1 G,(2r) = 0277 p(t) costdt = wai (@) < 0 donc ¢ n’est pas 2r-périodique d’apres le critere de 1.4.4.
[I.5.2 Ona ¢(x) =sinx Gy () — cosx Hy(z) donc

® <2n7r + 7—;) =¢ (g) + nGy (27) — —00
ce qui prouve que ¢ n’est pas bornée sur R.

[I.5.3 Soit x > 0. Alors
x)| = ’/ o(t) costdt
0

xT
g/ el dt < Il @
0

9 =| [ ptorsintat| < ol
0

[p(2)] = [Fo(2)] < 22 [|ll

et donc e~ '¢(t)| est continue positive sur RT et t? e 'p(t)| < 2|¢] tPe™*

et de méme

On en déduit

Ainsi Papplication t — e~ !¢p(t) est continue sur R", négligeable devant une fonction intégrable sur RT, elle est donc
intégrable sur RT.



