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PARTIE I
I.1 L'application t 7! ¹(t) cos t est continue sur R donc G primitive d'une fonction continue est de classe C 1 sur R; avec

G0(x) = ¹(x) cosx: De même pour H; avec H 0(x) = ¹(x) sin x: On en d¶eduit

F 0(x) = sinx (¹(x) cos x) + cos x
Z x

0
¹(t) cos t dt + sin x

Z x

0
¹(t) sin t dt ¡ cosx (¹(x) sin(x))

= cos x
Z x

0
¹(t) cos t dt + sin x

Z x

0
¹(t) sin t dt = cosx G(x) + sin x H(x)

D'oµu F (0) = 0 et F 0(0) = 0
I.2

G et H ¶etant de classe C 1, on en d¶eduit que F 0 est de classe C1 et donc que F est de classe C2 et :

F 00(x) = ¡ sin xG(x) + cos2 x ¹(x) + cosx H(x) + sin2(x)¹(x) = ¡F (x) + ¹(x):

Donc
F 00(x) + F (x) = ¹(x)

I.3

On a problµeme de Cauchy
y00 + y = ¹; y(0) = 0; y0(0) = 0;

et d'aprµes le th¶eorµeme de Cauchy Lipschitz il y a unicit¶e de la solution donc F = ':
Remarque: l'¶egalit¶e '(x) = sin x

R x
0 ¹(t)dt ¡ cosx

R x
0 ¹(t)dt s'obtient aussi en appliquant la m¶ethode de variation des con-

stantes pour r¶esoudre (E¹).
I.4

I.4.1 Comme G est C1 on peut d¶eriver la primitive : G0(x + 2¼ ) ¡ G0(x) = ¹(x + 2¼) cos(x + 2¼) ¡ ¹(x) cosx = 0 car ¹ est
2¼¡p¶eriodique. De même H 0(x + 2¼) ¡ H 0(x) = 0:

I.4.2 La fonction x 7! G(x + 2¼) ¡ G(x) est donc constante sur R (intervalle) ¶egale µa sa valeur en 2¼; soit:

G(x + 2¼) ¡ G(x) = G(2¼)

De même H(x + 2¼) ¡ H (x) = H(2¼)

I.4.3

'(x + 2¼) ¡ '(x) = F (x + 2¼) ¡ F (x) = (G(x + 2¼) ¡ G(x)) sin x ¡ (H(x + 2¼) ¡ H(x)) cosx
'(x + 2¼) ¡ '(x) = F (x + 2¼) ¡ F (x) = G(2¼) sinx ¡ H(2¼) cosx

I.4.4 La famille (cos; sin) ¶etant libre, F est 2¼-p¶eriodique si et seulement si G(2¼) = H(2¼) = 0

I.4.5 Avec ¹ = sin on a G(2¼) =
R 2¼

0 sin t cos t dt = 0 et H (2¼) =
R 2¼

0 sin2 t dt = ¼ 6= 0 donc 'sin n'est pas 2¼-p¶eriodique.

Même conclusion pour 'cos car alors G(2¼) = ¼ 6= 0:

I.4.6 Pour ¹ = sin on a d'aprµes I4.4.3.
'sin(x + 2¼) ¡ 'sin(x) = ¡¼ cos(x)

donc pour tout entier n on a comme F (0) = 0 et 'sin(2n¼) ¡ 'sin((2n ¡ 2)x) = ¡¼

'sin(2n¼) = F (2n¼) = 0 £ 0 ¡ cos(2n¼ ) £ n¼ = ¡n¼

donc 'sin n'est pas born¶ee.
De même pour ¹ = cos et pour tout entier n on a

'cos

³
2n¼ +

¼
2

´
= n¼ + Gcos

³¼
2

´

donc 'cos n'est pas born¶ee.

Autre m¶ethode : on peut aussi calculer

'sin(x) =
1
2

sin x ¡ x
2

cosx

et
'cos(x) =

1
2
x sin x:



I.4.7 Pour ¹ = j sin j
G(2¼) =

Z 2¼

0
j sin tj cos t dt =

Z ¼

0
sin t cos t dt ¡

Z 2¼

¼
sin t cos t dt;

et en faisant t = ¼ + u dans la deuxiµeme int¶egrale cela donne G(2¼) = 0: On obtient de même H(2¼) = 0,

' est 2¼ p¶eriodique

.

I.4.8 ' ¶etant 2¼-p¶eriodique : ' (R) = '([0; 2¼]) . La fonction ' ¶etant continue , on a l'image d'un segment par une fonction
continue et donc ' (R) est born¶e.

Par d¶erivation d'une fonction C 2;2¼ p¶eriodique '0 et '00 sont aussi continues et 2¼-p¶eriodiques et donc born¶ees.

Ájsinj; Á
0
jsinj; Á"jsinj sont born¶es sur R

PARTIE II

II.1 t 7! e¡t j sin tj est continue positive sur R+ et 8t 2 R+ ; 0 6 e¡tj sin tj 6 e¡t ce qui montre que t 7! e¡tj sin tj est

int¶egrable sur R+ par majoration (puisque t 7! e¡t l'est)
II.2

II.2.1 v0 =
R ¼

0 e¡t j sin tj dt =
R ¼

0 e¡t sin t dt

On calcule donc :
R ¼

0 e¡teitdt =
R ¼
0 e(¡1+i)t dt =

h
e(¡1+i)t

¡1+ i

i¼

0
= ¡e¡¼¡1

¡1¡i = ¡1¡i
2 (¡e¡¼ ¡ 1)

ce qui donne en prenant la partie imaginaire : v0 = e¡¼+1
2 :

II.2.2 Avec le changement de variable C1 t = n¼ + u on obtient:

vn =
Z ¼

0
e¡n¼¡uj sinuj du = e¡n¼v0 = (e¡¼)nv0:

soit ½ = e¡¼

II.2.3
P

n>0 vn est donc une s¶erie g¶eom¶etrique de raison 2] ¡ 1; 1[ donc convergente. De plus sa somme est ¶egale µa

v0

1 ¡ ½
=

1
2

e¡¼ + 1
(1 ¡ e¡¼)

II.2.4 La fonction t 7! e¡t j sin tj ¶etant int¶egrable sur R+ l'int¶egrale g¶en¶eralis¶ee
R +1
0 e¡t j sin tj dt converge et

Z +1

0
e¡t j sin tj dt = lim

X !+1

Z X

0
e¡tj sin tj dt

pour calculer la limite (dont on conna³̂t l'existence) on peut appliquer le critµere s¶equentiel en utilisant la suite (n¼ )

Z +1

0
e¡t j sin tj dt = lim

n!+1

Z n¼

0
e¡t j sin tj dt =

+1X

n=0

vn

R +1
0 e¡t j sin tj dt = 1

2
e¡¼+1

(1¡e¡¼)

II.3

II.3.1 Nous avons vu que ' ¶etait born¶ee sur R+ :Donc

8t 2 R+ ; je¡t'(t)j 6 k'k1 e¡t :

Donc l'application t 7! e¡t'(t) est continue et major¶ee en valeur absolue par une fonction int¶egrable sur R+ ce qui
prouve qu'elle est int¶egrable sur R+ : De même e¡t'0(t) et e¡t'"(t) .
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II.3.2 Soit X 2 R+. On a par partie , et en utilisant '(0) = '0(0) = 0

Z X

0
'(t)e¡t dt = [¡e¡t'(t)]X0 +

Z X

0
'0(t)e¡t dt

= ¡'(X)e¡X + [¡e¡t'0(t)]X0 +
Z X

0
'00(t)e¡t dt

= ¡'(X)e¡X ¡ '0(X)e¡X +
Z X

0
'00(t)e¡t dt:

En faisant tendre X vers +1 (les int¶egrales g¶en¶eralis¶ees convergent) on obtient :
R +1
0 '(t)e¡t dt =

R +1
0 '00(t)e¡t dt

Or '(t) + '00(t) = ¹(t) donc '(t)e¡t + '00(t)e¡t = ¹(t)e¡t ce qui donne

2
Z +1

0
'(t)e¡t dt =

Z +1

0
¹(t)e¡t dt

et donc R +1
0 '(t)e¡t dt = 1

4
1+e¡¼

1¡e¡¼

PARTIE III

III.1

II.1.1 ¹ est 2¼-p¶eriodique, continue et C 1 par morceaux sur R donc le th¶eorµeme de convergence normale s'applique et la s¶erie
de Fourier de ¹ converge normalement sur R vers ¹:

II.1.2 De même pour ' puisque ' est 2¼-p¶eriodique et de classe C 1 sur R:

III.2

II.2.1 ¹ ¶etant paire on a pour tout n entier naturel bn(¹) = 0 et

an (¹) =
2
¼

Z ¼

0
¹(t) cos(nt)dt

=
2
¼

Z ¼

0
sin t cos(nt) dt

=
1
¼

Z ¼

0
(sin(n + 1)t ¡ sin(n ¡ 1)t)dt:

On distingue n = 1

a1(¹) =
1
¼

Z ¼

0
sin(2t)dt = 0

et n 6= 1

an (¹) =
1
¼

·
cos(n ¡ 1)t

n ¡ 1
¡ cos(n + 1)t

n + 1

¸¼

0

=
1
¼

·
((¡1)n¡1 ¡ 1)

µ
1

n ¡ 1
¡ 1

n + 1

¶¸

=
2
¼

(¡1)n¡1 ¡ 1
(n ¡ 1)(n + 1)

:

Soit pour tout entier naturel p :
a2p(¹) = ¡4

¼(4p2¡1)
a2p+1(¹) = 0
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II.2.2 En appliquant le r¶esultat de III.1.1 on a

8t 2 R , j sin tj = 2
¼ ¡ 4

¼

P+1
p=1

cos(2pt)
4p2¡1

qui donne pour t = 0

0 =
2
¼

¡ 4
¼

+1X

p=1

1
4p2 ¡ 1

et donc P+1
p=1

1
4p2¡1 = 1

2 :

II.2.3 On prouve la convergence et on obtient de plus la somme grâce au th¶eorµeme de Parseval qui s'applique µa ¹ puisque ¹ est
2¼-p¶eriodique et continue par morceaux sur R

1
¼

Z 2¼

0
sin2 t dt =

"
a2

0

2
+

+1X

p=1

a2
2p

#

soit
2
¼

Z ¼

0
sin2 t dt =

"
8
¼2 +

16
¼2

+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)2

#

soit

1 =
8
¼2 +

16
¼2

+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)2

et ¯nalement P+1
p=1

1
(4p2¡1)2 = ¼2

16 ¡ 1
2

III.3

remarque : d'aprµes le I on sait que ' est 2¼ p¶eriodique. De plus comme solution de l'¶equation di®¶erentielle ' 2 C 2 (R; R)

II.3.1 G(x) =
R x

0 j sin tj cos t dt et donc G(¡x) =
R ¡x
0 jsin tj cos t dt = ¡G(x) aprµes avoir fait le changement de variable u = ¡t:

Donc G est impaire. De même H est paire. On en d¶eduit que ' est paire. Et donc bn (') = 0 pour n 2 N¤:

II.3.2 ' ¶etant C2 , 2¼ p¶eriodique on sait que cn ('") = (in)2 cn(') = ¡n2cn (') donc an('00) = ¡n2an(')

II.3.3 On a ' + '00 = ¹ et donc par lin¶earit¶e des coe±cients de Fourier an(') + an('00) = an(¹)
soit (1 ¡ n2)an(') = an(¹):

Donc pour n 6= 1 on a an(') = 1
1¡n2 an(¹) ce qui donne

8p 2 N; a2p(') = ¡ 4
¼

1
(1 ¡ 4p2)(4p2 ¡ 1)

=
4

¼(4p2 ¡ 1)2

et
8p 2 N¤; a2p+1(') = 0:

II.3.4 III:1:2donne donc :

8x 2 R; '(x) =
2
¼

+ a1(') cos x +
4
¼

+1X

p=1

cos(2px)
(4p2 ¡ 1)2

Pour x = 0 on obtient

'(0) = 0 =
2
¼

+ a1(') +
4
¼

+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)2

d'oµu , sachant
P+1

p=1
1

(4p2¡1)2 = ¼2

16 ¡ 1
2

a1(') = ¡¼
4

:

'(x) = 2
¼ ¡ ¼

4 cos x + 4
¼

P+1
p=1

cos(2px)
(4p2¡1)2
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III.4 On justi¯e la convergence de la s¶erie par le fait que

1
(4p2 ¡ 1)(16p4 ¡ 1)

»p!1
1

64p6 > 0:

En notant ai = ai (') on a

Z +1

0
e¡t'(t) dt =

Z +1

0
e¡t

"
2
¼

+ a1 cos t +
+1X

p=1

a2p cos(2pt)

#
dt

=
2
¼

Z +1

0
e¡t dt + a1

Z +1

0
cos t e¡t dt +

Z +1

0

Ã
+1X

p=1

a2p cos(2pt)e¡t

!
dt:

Il s'agit donc maintenant de justi¯er l'int¶egration terme µa terme de la s¶erie :

² t 7! a2p cos(2pt) e¡t est continue et int¶egrable sur R+ car jcos(2pt) e¡tj · e¡t

² la s¶erie de fonctions
P

a2p cos(2pt) e¡t converge simplement sur R+ vers une fonction continue (' ¡ a0 ¡ a1 cos )

² R +1
0 ja2p cos(2pt)e¡t jdt 6

R +1
0 a2pe¡t dt = ja2pj = 4

¼(4p2¡1)2 »p!1 1
16¼p4 (> 0) terme g¶en¶eral d'une s¶erie convergente.

Le th¶eorµeme d'int¶egration terme µa terme pour les s¶eries de fonctions s'applique et permet donc le calcul :

Z +1

0
cos(nt)e¡t dt = Re

·Z +1

0
e(¡1+ in)t dt

¸
= Re

·
e(¡1+in)t

¡1 + in

¸+1

0
= Re

· ¡1
¡1 + in

¸
=

1
1 + n2

d'oµu
R +1
0 cos t e¡t dt = 1

2 et
R +1
0 cos(2pt) e¡t dt = 1

1+4p2 donc

Z +1

0
e¡t'(t) dt =

2
¼

+
1
2

³
¡¼

4

´
+

4
¼

+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)2(4p2 + 1)

=
1
4

1 + e¡¼

1 ¡ e¡¼ d'aprµes le II

et donc
+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)2(4p2 + 1)

=
¼
4

·
1
4

1 + e¡¼

1 ¡ e¡¼ ¡ 2
¼

+
¼
8

¸

et donc :
+1X

p=1

1
(4p2 ¡ 1)(16p4 ¡ 1)

=
¼
4

·
1
4

1 + e¡¼

1 ¡ e¡¼ ¡ 2
¼

+
¼
8

¸

III.5

II.5.1 G'(2¼) =
R 2¼
0 '(t) cos t dt = ¼a1(') < 0 donc Á n'est pas 2¼-p¶eriodique d'aprµes le critµere de I.4.4.

II.5.2 On a Á(x) = sin x G'(x) ¡ cos x H'(x) donc

Á
³
2n¼ +

¼
2

´
= Á

³ ¼
2

´
+ nGÁ (2¼) ¡! ¡1

ce qui prouve que Á n'est pas born¶ee sur R:

II.5.3 Soit x > 0: Alors

jG'(x)j =
¯̄
¯̄
Z x

0
'(t) cos t dt

¯̄
¯̄ 6

Z x

0
k'k1 dt · k'k1 x

et de même

jH'(x)j =
¯̄
¯̄
Z x

0
'(t) sin t dt

¯̄
¯̄ 6 k'k1 x

On en d¶eduit
jÁ(x)j = jF'(x)j 6 2x k'k1

et donc je¡tÁ(t)j est continue positive sur R+ et t2 je¡tÁ(t)j · 2 k'k1 t3e¡t

Ainsi l'application t 7! e¡tÁ(t) est continue sur R+ , n¶egligeable devant une fonction int¶egrable sur R+ , elle est donc
int¶egrable sur R+ :
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