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FEUILLE DE TD 1

Dénombrement

Exercice 1

Trois cartes sont tirées d’un jeu de 52 cartes. Calculer les probabilités des événements
suivants :

(i) Trois piques (ii) Aucun pique (iii) Un pique et deux "non-piques"
(iv) Au moins un pique (v) Trois cartes de la méme famille (vi) Trois cartes de familles
différentes

(vii) Trois as (viii) Aucun as (ix) Trois cartes rouges
lorsque :

1. On suppose que les cartes sont, 'une aprés I'autre, tirées au hasard et remises dans le
jeu.

2. On suppose que les cartes sont tirées simultanément au hasard.

Exercice 2 Soit n et p deux entiers non nuls.

1. De combien de facons peut-on répartir p enveloppes identiques dans n boites aux
lettres ?

2. En déduire le cardinal de I'ensemble F; = {(x1,...,2,) € N* 21 + ...+, = p}.

3. Supposons p > n. De combien de fagons peut-on répartir p enveloppes identiques dans
n boites aux lettres de sorte qu’aucune boite aux lettres ne reste vide ?

4. De quel ensemble Ey (construit de fagon similaire & E;) peut-on en déduire le cardinal 7
5. De combien de facons peut-on répartir p enveloppes distinctes dans n boites aux
lettres ?

Exercice 3 Soit n et p deux entiers non nuls.

1. Déterminer le cardinal de I’ensemble des suites croissantes (au sens strict) de p éléments
de {1,...,n}.

2. Déterminer le cardinal de I’ensemble des suites croissantes (au sens large) de p éléments
de {1,...,n}.

Caractérisation d’une loi de probabilité

Exercice 4 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N ou Z définie sur 'espace de
probabilité discret (€2, P). Démontrer que sa fonction de répartition, notée Fx, définie par

Vo eR, Fx(x) =P(X <z)

vérifie les propriétés suivantes :
1. Fx est croissante avec lim, , o, Fix(x) =0 et lim, ., o, Fx(z) = 1.



2. Fx est continue a droite en tout point et admet des limites & gauche en tout point. De
plus lim,_,,- Fx(y) = P(X < z).
3. Fx caractérise la loi de X.

Exercice 5 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N définie sur 'espace de proba-
bilité discret (2, P). On définit sa fonction génératrice par

Gx(s) =E(s¥) = ) "P(X = k)s".

keN

1. Montrer que Gy est bien définie sur [—1, 1].

2. Montrer que G'x caractérise la loi de X.

3. Supposons que X et X2 sont intégrables. Notons Gy et G’ les dérivées premiére et
seconde de Gx. Montrer que E(X) = G’y (1) et E(X?) = G%(1) + G'x(1). En déduire
I'expression de Var(X).
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Référence
Introduction aux probabilités
Delmas, Jean-Pierre
Ellipses
BU Maths 19.2 DEL

Rappel de cours : Dénombrement
— Le nombre d’applications d’un ensmble & p éléments vers un ensemble a n éléments
est n?.

— Le nombre de permutations d’un ensemble & n éléments — bijections de cet ensemble
dans lui-méme — est n!.

— Le nombre d’arangements —injections — d’un ensmble a p éléments dans un ensemble
n!

a n éléments est A = ———.
(n—p)!
— Le nombre de combinaisons — ou‘sous—ensembles —a p éléments dans un ensemble &
n!
pl(n —p)t
Rappel de cours : Probabilités sur un ensemble fini
On convient de représenter une expérience aléatoire &, ¢’est-a-dire, une expérience soumise
au hasard, par €2 'ensemble des résultats possibles. Une réalisation w, un élément de 2
est aussi appelé expérience élémentaire.
Un événement aléatoire A est 'ensemble des expériences élémentaires w qui réalisent A.
Comme §2 est fini, la probablité P sur Q définie par P{w}) = 1/card(2) s’appelle la

probablité uniforme sur €2. C’est la probabilité qui rend toutes les expériences élémentaires
card(A) _, nombre de cas favorables

7

n éléments (> p) est CP =

équiprobables. O lors P(A) = = '
w équiprobables. On a alors P(A) card(S)) nombres de cas possibles

Exercice 1 On peut décider qu'un jeu de cartes est l'ensemble {1,...,52} avec par
exemple {1,...,13} les piques, puis les tréfles, puis les coeurs, puis les carreaux.

1. L’univers Q est {1,...,52}% donc card(Q) = 523.

Comme les tirages sont faits au hasard, on peut munir €2 de la probabilité uniforme : tous
les événements élémentaires F ont la méme probabilité : 1/523. Plus généralement, on
sait que la probabilité d’un événement A quelconque se calcule comme card(A)/card(2).
(i) 1/64 car a chaque fois un pique soit 13 cas favorables

(i) 27/64 car il s’agit de faire cette expérience sur 52 — 13 = 39 cartes, autrement dit, 393
cas favorables

(iii) 27/64 car on a 3 x 13 x 39% cas favorables

(iv) 37/64 complémentaire de (ii)

(v) 1/16 car 3 x 13 cas favorables

(vi) 3/8 car 52 x 39 x 26 cas favorables

(vil) 1/2197 car 43 cas favorables

(viii) 1728/2197 car 48° cas favorables

(ix) 1/8 car 26° cas favorables

2. Dans cette expérience, 2 est I’ensemble des combinaisons de 3 éléments parmi 52.



Son cardinal vaut donc C3,. Comme les tirages sont faits au hasard, on peut munir € de
la probabilité uniforme : tous les événements élémentaires £ ont la méme probabilité :
1/C3,. Plus généralement, on sait que la probabilité d'un événement A quelconque se
calcule comme card(A)/card(§).

(i) CF3/C3 (i) C39/C3, (i) C13C3/C3y (iv) 1 — C3/C3y (v) 4C15/C3,
(vi) 4(C15)°Cs, (vii) 4/C3, (viii) Cfs/C5, (ix) C36/C5,

Exercice 2 1. On peut modéliser les n boites aux lettres a I'aide de n — 1 séparateurs
donc une configuration est un ensemble de n — 1 4+ p éléments qui est déterminée par
exemple par la position des séparateurs, soit en tout CZI;A possibilités.

2. On peut voir ce probléme comme le nombre de répartitions de p enveloppes dans n
boites aux lettres avec z; le nombre d’enveloppes dans la boite aux lettres 7. On a bien
x; € Net zy +... 4+ x, = p. Donc Card(A) = C};‘jﬂ.

3. On commence par mettre une enveloppe par boite aux lettres. Il s’agit alors de calculer
le nombre de facons de répartir p — n enveloppes dans n boites aux lettres soit C’;L:ll
possibilités.

4. By ={(x1,...,2,) € (N)", 21+ ...+ 2, = p}.

5. Pour chaque enveloppe on attribue une boite aux lettres, soit n? possibilités.

Exercice 3 1. L’ensemble des suites strictements croissantes de p éléments de {1,...,n}
est en bijection avec 'ensemble des parties & p éléments de {1,...,n}. En effet, on peut
associer a toute suite strictement croissante (si, ..., s,) une partie {si, ..., s,} a p éléments
de {1,...,n}, et application réciproque consiste a ordonner les éléments d’une partie
{s1,...,8,}. Le cardinal recherché est donc le nombre de combinaisons de p éléments
parmi n, soit C?.

2. Se donner une suite croissante (au sens large) de p éléments de {1,...,n} revient a se
donner, pour ¢ = 1,...,n, le nombre x; d’éléments de la suite égaux a ¢, avec la condition
Sor . x; =petx; > 0. On voit ainsi que I'on est ramené a la question 1 de l'exercice 2,
donc la réponse est Cﬁjhp.

Autre solution : on se raméne a la question précédente par la bijection

¢:($1>x2-~7$p)’_> ($17x2+17"'axp+p_1>a

qui envoie les suites croissantes (au sens large) de p éléments de {1,...,n} dans I’ensemble
des suites strictement croissantes de p éléments de {1,...,n+p—1}. Pour le voir, noter que
si (y1,...,Yn) est strictement croissante a valeurs dans {1, ..., n+p—1}, alors y; > y;_1+1

et y; > i pour tout i (par récurrence). L’'image par ¢ de notre ensemble est 1’ensemble
décrit dans la question précédente dans lequel n devient n+p—1 donc le cardinal recherché
est C | = Cn7i, éléments.

Exercice 4 1. Fx est croissante puisque si x <y, Fx(y) = Fx(x) + ux(Jz,y]) > Fx(z).
lim,,—, 1 o] — 00, —1] = Nypen| — 00, —n] = @ comme limite d’une suite décroissante d’en-
sembles et lim, ;] — 00, n] = Npen] — 00, 7] = R comme limite d’une suite croissante
d’ensembles Par continuité de lapplication probabilité, on a lim, ., ., Fx(n) =P(0) =0
et lim,, o Fx(n) =P(R) = 1.

2. Fx est continue a droite car lim,, o] — 00, +1/n| = Nyean] — 00, 2+ 1/n] =] — 00, x].
De plus, lim,,_,«] — 00, — 1/n] = Nyean] — 00,2 — 1/n] =] — 00, z|.

3. On a Fx(z) — Fx(z7) = px({z}). En particulier, on retrouve toutes les probabilités

px({k}) =P(X = k) = P(X " ({k})) = P({w, X(w) = k}).



Exercice 5 1. La série > P(X = n)s™ est absolument convergente pour |s| < 1 car
IP(X =n)s"| <P(X =n) et >, P(X =n)=1. La fonction est bien définie sur [—1,1].
2. Gx est la somme de la série entiére de terme général P(X = n)s™. Elle est donc

indéfiniment dérivable sur | — 1,1[. De plus, on sait que ses dérivées s’obtiennent par
dérivation terme a terme de la série. On a donc Gg’;)(s) =>>2,nn—-1)...(n —k+

P(X =n)s"* et Gg?)(O) = k!P(X = k). On peut donc reconstruire la loi de X a I'aide
de la formule suivante : P(X = k) = Gg’;)(O)/k!.

3. Si X est intégrable, par définition la série Y nP(X = n) est convergente. La série
S"nP(X = n)s" ! est normalement convergente pour |s| < 1 car sup, [nP(X = n)s" | =
nP(X = n). Par conséquent, sa somme est la dérivée de la somme de la série > P(X =
n)s" = Gx(s), autrement dit G’y (s). En résumé G'y(s) = > 07, nP(X = n)s" ' et Gy
est bien définie sur [—1,1].

On montre de la méme maniére que si E(X (X — 1)) existe alors G%(s) = > -, n(n —
1)P(X =n)s"? et G% bien définie sur [—1,1].

Pour s =1, G%(1) =32 nP(X =n) =E(X) et G%(1) =3, n(n—1)P(X =n) =
E(X (X —1)). On en déduit que Var(X) = G% (1) + G’ (1) — G (1)%
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Rappels : Lois usuelles discrétes

Bernoulli(p) avec p € [0,1] : P(X =0) =1 — p et P(X =1)=p.
Binomiale(n,p) avecn > Oetp € [0,1] : P(X = k) = CFp*(1—p)" * pour k =0,...,n
Géomeétrique(p) avec p € [0,1] : P(X = k) = ( — p)* pour k € N*.
AP
Poisson(\) avec A > 0 : P(X =k) = 7 bour k e N.

Lois discrétes usuelles

Exercice 1 Donner 'expression et "tracer" les fonctions de répartitions de loi de Bernoulli
de paramétre 2/3 puis de loi géométrique de paramétre 3/4.

Exercice 2

1. Rappeler la formule du binéme de Newton.

2. En déduire que la loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0, 1] définit bien une loi
de probabilité puis calculer sa moyenne et sa variance.

3. Rappeler le comportement des séries Y. . a”, >, na" ' et > _,nn — 1)a"?
lorsque |a| < 1. - - -

4. En déduire que la loi géométrique de parameétre p €0, 1[ définit bien une loi de pro-
babilité puis calculer sa moyenne et sa variance.

Exercice 3 Au cours d’'une expérience un certain événement E se réalise avec une pro-
babilité p €]0, 1[. On répéte de fagon indépendante I'expérience jusqu’a obtenir r fois E.
Soit X la variable aléatoire associée au nombre de réalisations de E°. Déterminer la loi
de X.

Exercice 4 Calculer la fonction génératrice de X lorsque X est une variable aléatoire
de loi de Bernoulli de paramétre p € [0,1];

de loi binomiale de paramétres n € N* et p € [0,1];

de loi de Poisson de paramétre A > 0;

de loi géométrique de paramétre p € ]0, 1.

En déduire I'espérance et la variance de X dans chacun des cas.

ARl

Inégalités

Exercice 5
1. Soit X une variable aléatoire intégrable. Montrer que pour tout a € R}

(Markov) P(|X| > a) < E(L‘LXD




2. En déduire que si X est de carré intégrable alors pour tout a € R}

< Var(X)‘

(Tchebycheft) P(|X —E(X)| > a) e
Exercice 6 Soit n € N*. On extrait n fois avec remise une boule dans une urne composée
de 2 boules vertes et 6 boules blanches. Soit X,, la variable aléatoire associée au nombre
de boules vertes obtenues lors des n tirages. On pose F,, = X,,/n.

1. Donner la loi de X,,. En déduire I’espérance et la variance de X,, puis de F,.

2. On suppose dans cette question que n = 10000. A l'aide de 'exercice précédent, don-
ner une borne inférieure pour la probabilité de 'événement {F,, €1]0.22,0.26[}.

3. Donner une estimation du nombre minimal n de tirages nécessaires pour que la pro-
babilité de I'événement {F),, €1]0.22,0.26[} soit au moins 0.99.
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Exercice 1 Si X suit la loi de Bernoulli de parameétre p = 2/3, X est a valeurs dans
{0,1}, donc Fx(z) = P(X <z)=0siz <0et Fx(x)=1six >1.Deplus,si0 <z <1,
Fx(z)=P(X <z)=P(X =0) =1—p=1/3. Faire le dessin correspondant.

Soit X une variable aléatoire de la loi géométrique de paramétre p = 3/4. Comme X est
a valeurs dans N*, on a Fx(z) = 0 pour tout < 1. De plus, Fx(z) = P(X =1) = 3/4
six e [1,2], Fx(x) = P(X = 1)+ P(X =2) =3/4+3/16 = 15/16 si = € [2,3],
Fx(x) = Fx(2)+ P(X =3)=15/16 +3/64 si x € [3,4],...

Exercice 2 1. Pour z,y réels (ou dans un quelconque anneau commutatif) et n € N, la
formule du binéme de Newton s’écrit (z + y)" Z C’]’C kyn=k,

2. Pour vérifier que P(X = k) = a; (o0 k € N et ar € R) définit bien une mesure
de probabilités sur N, il faut vérifier a;, > 0 et "~ ar = 1. Pour la loi binomiale de
parameétres n et p, la positivité est évidente, et la seconde condition résulte de la formule
du binome : Y7 CrpF(1 —p)"* = (p+1-p)" =1

A T'aide des formules kC* = nC*~1 et k(k—1)C*! = n(n—1)C*~2 (la premiére se vérifie
via la définition des C* et la deuxiéme se déduit de la premiére), et de la formule du
binéme, on calcule :

X) =Y kCipt(1—p)"F=n) Chipt(1-p)" —npz p)" T =mnp
k=1 k=1

n

n(n—1)CE3p*(1 — p)" ™ = n(n — 1)p?,

E(X Z k(k f(1-p)”
k=2

d’ot Var(X) = IE(X2) —E(X)?=E(X(X-1))+E(X)-E(X)*=n(n—1)p*+np—n?p* =
np(1l —p).
3. Sia # 1 on a, pour tout n, > ,_,a”

1 —ant!
1—

. . 1 .
donc la série géométrique est alors convergente avec ), ., ak = T—a Par propriété de
= —a

. Pour |a| < 1, lim,a"™ = 0,

dérivation des séries entiéres dans leur intervalle ouvert de convergence, on en déduit

d 1 1 d? 1 2
ka*~1 = — = t k(k—1)a*2 = = .
2izika da (1 - a) (1—a)? et 2izp h(k—1)a " da? ( - a) (1—a)?
4. Si pour tout k> 1on a P(X = k) = p(1 —p)**, alors 37, P(X = k) =p>-,(1 —
p)* = 1. Ceci montre que la loi géométrique de paramétre p est bien une loi de probabilités.

On calcule :
=Y KP(X =k)=p> k(1-p*'= !
k>1 k>1 p
B(X(X = 1) = Y k(b = P(X = k) = p(1 = p) 3 k= D(1 = p)*? =277
E>2 k>2
— _ _ 2 _ l—p l _ i _ l1—p
Var(X) =E(X(X - 1)) +B(X) ~BX)" =2—= 4~ = 5 = —=.



Exercice 3 On a Q = {E, E°}N. L’événement {E,...,E,E¢ ..., E° ...} ot E apparait
r fois et E° apparait n fois dans les r + n premiers termes a une probabilité p"(1 — p)".
Pour trouver la probabilité P(X = n) il faut calculer le nombre de maniéres de construire
des r + n uplets se terminant par E, et contenant r fois E. C’est donc le nombre de
combinaisons de r—1 éléments parmi r+n—1 puisque un des éléments ainsi que sa position
est imposée, soit encore C/ 1} ;. Donc pour tout n € Nona:P(X =n) = Cl 1 p"(1-p)™.

Il s’agit de la loi binomiale négative de paramétres r € N* et p €]0, 1].

Exercice 4 1. Loi de Bernoulli de paramétre p. On a, pour s € R,
Gx(s) = E[X°*] = (1 —p) +ps,

donc G'x (s) = p et G%(s) = 0. Il suit G’y (1) = p et G (1) = 0. Par conséquent (cf. feuille
1, exercice 5 et remarque a la fin du corrigé), E(X) = p et Var(X) = p — p?> = p(1 — p).
2. Loi binomiale de paramétres n et p. Pour s € R, la formule du binéme donne :

Gx(s) = E:ka 2: —p)" F=(1—p+sp".
k=0

On obtient G’ (s) = np(1 — p + sp)" ! et G%(s) = n(n — 1)p*(1 — p + sp)" 2, d'on

G (1) =np et G%(1) = n(n — 1)p*. “

3. Loi de Poisson de paramétre A > 0. Rappelons que dans ce cas IP’(X =n)= —‘e*’\
n!

pour n € N. Le développement en série de I'exponentielle e = ZZO 05T = (et le fait que

Ae=* > 0) montre qu'il s’agit bien d’une probabilité. Ce méme developpement fournit,

n!
00
)\
E AP S e)\se—)\ _ 6)\(5_1),
n!

pour tout s € R :
donc G'(s) = AerD et G%(s) = N2 N. G (1) = X et G%(1) = A? impliquent
E(X) = Xet Var(X) = A.

1 1
4. Loi géométrique de paramétre p. On a, pour tout s €] — 1=, 1—[
— p j—
S k k—1 Sp
) P —
— 1—-s(1-p)
2p(1 —
Pour ces valeurs de s, on en déduit que G’y (s) = P 5 et G (s) = p(l = p) 3
: )G—SO—pD O—fﬂ—fﬁ
.- 2(L—p) o . 2(1—p
En particulier, G (1) = ]lg et G%(1) = 7 d'on E(X) = ]l? et Var(X) = 7 +

1_(1):1—19
P P p?

Remarque 1. Pour déduire le calcul de 'espérance et de la variance, on utilise & vrai
dire une réciproque partielle de la question 5.3 de la feuille 1. A savoir : si G’ (1) < oo
(c’est-a-dire, si la série dérivée converge en s = 1), alors X est intégrable, et F(X) =
G’y (1). Et si G%(1) < oo (idem pour la série dérivée seconde), alors X est de carré in-
tégrable et F(X?) = B(X(X — 1)) + B(X) = G%(1) + G%(1). La preuve est quasiment



la méme puisque par exemple les propriétés «X est intégrable» et «G'y (1) < oco» se tra-
duisent exactement par la méme condition de convergence : >, kP(X = k) < oo.

Remarque 2. Dés que le rayon de convergence de G x est strictement plus grand que
1 (ce qui est le cas dans les exemples précédents), G x est de classe C* en 1, donc X est
intégrable, X? aussi et, de facon plus générale, X* est intégrable pour tout k (considérer
la dérivée k-iéme de Gx).

Exercice 5 Voir page 13 du cours.

Exercice 6 1. X, est de loi binomiale de paramétres n et p = 2/8 = 1/4. Donc E(X,,) =
n/4 et Var(X,) = 3n/16. On obtient alors E(F,,) = 1/4 et Var(F,) = 3/(16n).

2. P(F, €]0.22,0.26]) = P(F, — E(F,) €] - 0.03,0.01]) > P(|/F, — E(F,)| < 0.01) donc
P(F, €]0.22,0.26]) > 1—P(|F,—E(F,)| > 0.01) > 1—Var(F,)/0.012 = 1—3/16 = 13/16.
3. P(F, €]0.22,0.26]) > P(|F, — E(F,)| < 0.01) done si P(|F, — E(F,)| < 0.01) > 0.99
alors on aura

P(F, €]0.22,0.26]) > 0.99. Il suffit de chercher n tel que P(|F,, — E(F,)| > 0.01) < 0.01.
Or P(|E, — E(F,)| > 0.01) < Var(F,)/0.01% donc n > 3/(160.013) = 187500.
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Exercice 1 Fonctions indicatrices
Soit (2,P) un espace de probabilité discret. Si A C Q) est un événement, on note 1, :
2 — {0,1} la fonction indicatrice de A :

1 siwe A

pour tout w € Q, lA(w):{ 0 siwg A

1. Pour des événements A et B, exprimer 14c et 145 en fonction de 14 et 1.

2. Vérifier que, pour tout événement A, P(A) = E[14].
3. Montrer que si X est une variable aléatoire intégrable a valeurs dans N, alors :

E[X] = ip(x > n).

Indépendance

Exercice 2 Indépendance entre 3 événements

On jette deux dés (non pipés), I'un aprés autre. On note respectivement A, B et C' les
événements «Le chiffre du premier dé est pair», «Le chiffre du deuxiéme dé est pairy» et
«Les deux chiffres ont méme paritéy.

1. Montrer que les événements A, B et C' sont deux & deux indépendants.

2. Montrer que A, B et C ne sont pas indépendants dans leur ensemble.

Exercice 3 Indépendance et passage au complémentaire

Soit (€2,IP) un espace de probabilité discret, et Ay, ..., A, des événements indépendants.
1. Montrer que Af, A, ..., A, sont indépendants aussi.

2. En déduire par récurrence la propriété plus générale : pour tous By € {A;, A{},..., B, €
{A,, A%}, les événements By, ..., B, sont indépendants.

3. Démontrer que les événements Ay, ..., A, sont indépendants si, et seulement si les
variables aléatoires 14,,...,14 sont indépendantes.

Exercice 4 Soit X et Y des variables aléatoires réelles indépendantes, définies sur un
espace de probabilité discret (02, P).

1. Montrer que, pour toutes fonctions f et g de R dans R, f(X) et g(Y') sont des variables
aléatoires indépendantes.

2. On suppose X et Y intégrables. Montrer que XY est intégrable et E[XY] = E[X]E[Y].
3. On suppose X? et Y? intégrables. Montrer que Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

4. Généraliser ces résultats a n variables aléatoires X1, ..., X, indépendantes.

Exercice 5 Si X est une variable aléatoire indépendante de Y et si Y est indépendante
de Z, est-ce que X est indépendante de Z 7



Lois usuelles et indépendance

Exercice 6 Interprétation des lois usuelles

On considére une suite d’expériences indépendantes dont l'issue est un succés avec pro-
babilité p et un échec avec probabilité 1 — p.

1. Montrer que le nombre de succés parmi les n premiéres expériences suit une loi bino-
miale de paramétres n et p.

2. Montrer que l'instant ot a lieu le premier succeés suit une loi géométrique de paramétre

P-

Exercice 7 Soit X, Y des variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques
de parameétres respectifs px et py. On définit Z = min(X,Y).

1. Calculer les fonctions de répartition de X, Y, Z.

2. En déduire la loi de Z.

Conditionnement

Exercice 8 Formule de Bayes

1. Soit (2,P) un espace de probabilité discret, et (Hi,..., H,) une partition de 2 en n
événements de probabilité non nulle. Montrer que, pouri =1, ..., n, si A est un événement
de probabilité non nulle :

P(A|H;)P(H;)
2 i1 P(AIH;)P(H;)

]P)(Hi‘A) =

2. Une maladie M affecte une personne sur 1000 dans une population donnée. On dispose
d’un test sanguin qui détecte M avec une fiabilité de 99% lorsque cette maladie est effec-
tivement présente. Cependant, on obtient aussi un résultat faussement positif pour 0,2%
des personnes saines testées. Quelle est la probabilité qu'une personne soit réellement
malade lorsque son test est positif?

Exercice 9

Soient X et X5 des variables aléatoires, indépendantes, de loi de Poisson de paramétres
A1 et Ay respectivement.

1. Calculer la loi de X; + X,.

2. Calculer la loi conditionnelle de X; sachant X; + Xs. Identifier une loi connue.



CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 3

Exercice 1 Fonctions indicatrices
1. On a facilement 14 =1 —14 et 1405 = 1415.
2. D’aprés les définitions,

= S 1LA@P{w)) = S P({w}) = P(A).

3. On remarque que : pour tout w € €2,

X

w) o0
X(w) = 1= Z Lix>py(w
k=

1

b
Il
—

d’on par théoréme de convergence dominée (les sommes partielles sont inférieures a X,
intégrable) (ou convergence monotone) :

X] =) Ellpen] =) P(X >k).

Indépendance

Exercice 2 Indépendance entre 3 événements

L’espace des épreuves est 2 = {1,...,6}?, ou la premiére composante représente la valeur
du premier dé, et la seconde celle du second dé. Les couples de résultats sont équiprobables,
donc on munit €2 de la loi uniforme P.

1. On a Card(A4) =3-6 = 18 = Card(B) et Card(C) = 6-3 = 18 donc P(4) = P(B) =
P(C) = 1/2. D’autre part, on voit que ANC = {deux lancers pairs} = BNC = AN B et
P(ANB)=(3-3)/36 =1/4.

2.0na: ANBNC=ANBdonc P(ANBNC)=1/4+#1/8 =P(A)P(B)P(C).

Exercice 3 Indépendance et passage au complémentaire
1. Pourtous 2 <41 < ... <4, <n,ona:

PATNA, N---NA;,) = PA,N---NA,)—PANA, N---NA;,) =(1-P(A4))PA,)--

et P(A;, N---NA4;,)=PA4,) --P(4,).

2. On raisonne par récurrence : on sait que les événements By, As, ..., A, sont indépen-

dants grace a la question 1 (ou trivialement si B; = A;), donc on peut leur appliquer la

question 1 pour voir que By, By, Az, ..., A, sont indépendants, etc.

3. Supposons les variables aléatoires 14,,...,14, indépendantes. Alors, pour tous 1 <

1 <o <1 <n,
P(A;

11

- A'Lk) = E[lAilﬂ"'ﬂAik] = ]E[lAz‘l] o ']E[lAz‘k]
= P(4;)---P(4)

- P(4;

in



d’ou 'indépendance des événements. Supposons réciproquement les événements Ay, ..., A,
indépendants. Pour tout événement A, lorsque x parcourt R, I’événement {1, = x} est

ou bien égal & A ou a A°. Il apparait donc que I'événement {A4;, = c1,..., A;, = cx} est
de la forme de ceux considérés dans I'exercice 3, d’ou :
]P)(lAz‘l =C1y..., 1Aik = Ck) = ]P)(B“) . P<sz) = ]P)(lAz‘l = Cl) c ]P)(]_A = Ck),

'k

o B;=A;sic; =1, B; = A{ si ¢; =0. Dot 'indépendance de 1,4,,...,14,.

Exercice 4
1. On a, pour a,b € R (ou € f(X(2)) et g(Y(Q2)) :

P(f(X) =a,g(Y)=b) =P(X € fH(a),Y €g7'(b)) =P(X € f(a)P(Y € g7 (b)) = P(f(X) = a)(

2. On a : (on peut changer I’énoncé et prendre X et Y a valeurs dans Z pour coller au
cours)

E[|XY]] = Yo RPX =kY=0)= Y [HPX=kPY =1
keX(Q),leY(Q) keX(Q),leY ()
= D KP(X =k) > [P =1) =E[X[E[]Y]] < o0
keX(Q) ley ()

donc XY est intégrable, et en refaisant le calcul sans les valeurs absolues (justifié par
Fubini), on trouve E[XY] = E[X]E[Y].
3. Ona:

Var(X+Y) = E[(X+Y)’|-E[X+Y]? = E[X*+Y*+ XY |- (E[X]+E[Y])* = E[X?]-E[X]*+E[Y?*]-E[Y]

en développant et en utilisant la question précédente.
4. Pas de vraie difficulté pour généraliser, sinon dans I’écriture. On remarque que la
question ci-dessus requiert juste I'indépendance des variables 2 a 2.

Exercice 5 Prendre un contre-exemple.

Lois usuelles et indépendance

Exercice 6 Interprétation des lois usuelles

On considére une suite de variables aléatoires X, Xs, ... indépendantes, telle que P(X; =
1) = p (on représente le suceés par 1) et P(X; =0) =1 — p (et I'échec par 0).

1. On note S le nombre de succés parmi les n premiéres expériences. Pour tout k €

{1,....n}:

P(S=Fk) = > P(Vie S, X;=1,Vi¢ S,X; =0)
Sc{1,...,n},Card(S)=k

= > pr—p)t= (Z)pk(l — )"k,

Sc{1,...,n},Card(S)=k



2. L’instant N de premier succés est tel qu’il est précédé de N — 1 échecs, d’ou, pour
k>1:
P(N=k)=P(X;=0,...,X;1=0,X;, =1) = (1 — p)*p.

Autrement dit, N suit la loi géométrique de paramétre p.

Exercice 7 Soit k£ un entier non nul.

1. (X <k)=1-PX > k)= (1 —px)*donc Fx(z) =1— (1 —px)¥siz > 0et
k<x<k-+1;0 sinon.

De méme Fy(y) =1— (1 —py)*siy>0et k <y <k+1;0 sinon.
P(Z<2)=1-PZ >2)=1-PX > 2Y >2) =1-PX > 2)PY > z2) =
1—(1—px)*(1—py)fsiz>0et k<z<k+1;1sinon,

2. 7 est de loi Géométrique de parameétre pz = 1 — (1 — px)(1 — py) = px + py — pxPy-



Conditionnement

Exercice 8 Formule de Bayes.
1. On a, en remarquant que A est la réunion disjointe des événements ANH,,..., ANH, :
P(H; N A) P(ANH;)  P(A[H;)P(H,;)

P(H;|A) = P(A) - > P(AN H;j) B >, P(AIH;)P(Hj)

2. Ici, © est la population considérée, dont une partie E est atteinte par la maladie M,
et dont une partie 7" a une réaction positive au test. Par hypothése, P(E) = 1/1000,
P(T|E) = 0,99 et P(T|E) = 0,002, d’ou (cas particulier de la formule de Bayes pour la
partition de Q en E et E°) :

P(E)P(T|E) B 1/1000 - 0,99
P(E)P(T|E) + P(E9)P(T|E) ~ 1/1000- 0,99 + 0,999 - 2/1000

P(E|T) = ~ 0,33

Ainsi, le test a deux chances sur trois de donner une réponse positive & une personne
saine, ce qui est loin d’étre négligeable!

Exercice 9
1. Si X (resp. Y) suit la loi de Poisson de paramétre A\; (resp. Aq2), alors :

Gy (s) = Gx(s)Gy () = M0 = (i),

donc X 4 Y suit la loi de Poisson de paramétre A; + As.

J
Méthode directe : P(X +Y =k) = 3" [P(X = j)P(Y =k —j) =3}, See
= (A1 + o)k /kle=MiF22) - Clest bien la loi de Poisson de paramétre la somme des para-
meétres de X et Y.

. PX =PV =k—j) _ M __,, A7 _ A
2. P(X =j|X+Y =Fk) = — Zlo=\ A2
( JIX+ | ) P(X+Y:k) j!e (k—j)!e (/\1+>\2)k6—(A1+A2)
_ CJ' At ’ A1 ke
R PV A+ Ay
Par conséquent, la loi de X sachant X +Y = k suit la binomiale de paramétre (k L )

VIR
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FEUILLE DE TD 4

Somme de v.a. indépendantes et fonction génératrice

Exercice 1 Soit (2,P) un espace de probabilité discret, et X, Y deux variables aléatoires
indépendantes définies sur €2, & valeurs dans N.
1. Exprimer la loi de X + Y en fonction de celles de X et Y.
2. Montrer que, pour tout s € [—1,1], Gxi1y(s) = Gx(s)Gy(s). (on pourra donner deux
preuves)
3. Généraliser ce qui précéde au cas de n variables aléatoires indépendantes Xy, ..., X,,.
4. Quelle est la loi de la somme de n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
de paramétre p? Retrouver alors 'espérance et la variance de cette loi.
5. Quelle est la loi de la somme de :

— deux variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de paramétres (n,p) et

(m,p)?
— deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de parameétre A et p?

Exercice 2 Dés truqués

1. Quelle est la fonction génératrice de la loi uniforme sur {2,...,12}7

2. Soit X; et X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans {1,...,6}. En
étudiant les racines du polynéme Gy, G x,, montrer que la loi de X; + X5 ne peut pas étre
la loi uniforme sur {2,...,12}.

Indication : on remarquera que Gx,(s) = sp;(s) ot @; est un polynéme & coefficients réels
de degré impair, qui admet donc une racine réelle (pourquoi ?).

3. Peut-on piper deux dés indépendants de facon a rendre toutes les sommes entre 2 et
12 équiprobables ?

Lois continues usuelles

Exercice 3 Calculer I'espérance et la variance de X lorsque X est une variable aléatoire
1. de loi uniforme U([a, b]) sur l'intervalle [a,b] C R;

2. de loi normale N(m, o) de paramétre m € R0 > 0;

3. de loi exponentielle £(A) de paramétre A > 0.

Exercice 4 Soit X une variable aléatoire de densité f(z) = a7 avec a > 0. La loi de
X est appelée loi de Cauchy de paramétre a.

Vérifier que f est bien une densité. Pour quelles valeurs de o € R la variable | X | est-elle
intégrable 7

Exercice 5 Une variable aléatoire positive X est sans mémoire si

PX >t+s|X>t)=P(X >s), Vt,s>0.



Montrer qu’une variable aléatoire positive dont la loi admet une densité est sans mémoire
si, et seulement si elle suit une loi exponentielle.

Exercice 6 Soit X une variable aléatoire réelle.

1. Supposons que X a pour densité f. Quel lien y a-t-il entre f et la fonction de répartition
FX ?

2. Réciproquement, donner une condition sur Fx pour que la loi de X admette une
densité.

3. Soit 7 un réel > 0. On suppose X a valeurs positives. Montrer que

E[X"] —/ ra" 'P(X > x)dz,
0

ou les deux membres sont finis ou infinis. On pourra donner une preuve dans le cas a
densité (& I'aide de ce qui précéde), et une preuve dans le cas général (dans 'esprit de la
question 1.3 de la feuille 3).

Exercice 7 Soit Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi £(\) de para-
meétre A > 0.

1. Calculer la loi de max;—y ., X;. (Indication : calculer la fonction de répartition.)

2. Calculer la loi de min;—; __,, X;.

-----



CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 4

Somme de v.a. indépendantes et fonction génératrice

Exercice 1 Somme de v.a. indépendantes et fonctions génératrices

1. L’événement {X + Y = n} est la réunion disjointe des {X = k,Y =1} pour k,[ € N
tels que k +1=mn, d’ou :

PX+Y=n)= > PX=kY=10)=) PX="PY=1),

EeNk+l=n k+l=n

soit : pxyy ({n}) = 25 ix ({FHpy ({n — k1)
2. On reconnait dans la formule précédente 'expression des coefficients de la série en-

tiere produit de Gx et Gy. Comme ces deux séries entiéres convergent sur [—1,1], on
a donc, pour tout s € [—1,1], Gxyy(s) = Gx(s)Gy(s). Autre méthode : X et Y sont
indépendantes, donc s¥ et s¥ aussi, et celles-ci sont intégrables pour s € [—1, 1], d’ou :

Gxiy(s) = E[s*™] = E[s*s"] = E[s*|E[s¥] = Gx(5)Gy(s).

3. La généralisation & n variables ne pose pas de probléme.
4. Soit Xy, ..., X, des variables de Bernoulli indépendantes de paramétre p. On a Gx, (s) =
-+ =Gx,(s) =p+ (1 —p)s, dou, pour tout s :

Gxypotx, (8) = Gxy(8) - Gx, () = (p+ (1 = p)s)" = Gs(s),

ot S est une variable aléatoire de loi binomiale de paramétres n et p. Comme la fonction
génératrice caractérise la loi, Y = X; + - - -+ X, suit une loi binomiale de paramétres n et
p. En particulier, Pespérance de cette loiest : E[Y] = E[X;+---+X,] = > | E[X;] = np,
et sa variance est (vu 'indépendance) : Var(Y) = Var(X; + -+ X,,) = >, Var(X;) =
np(l — p). Remarquons que l'exercice précédent donnait déja la loi loi binomiale comme
somme de Bernoullis indépendantes.

5.

— Si X (resp. Y) suit la loi binomiale de paramétres n et p (resp. m et p), alors :

Gxyy(s) = Gx(s)Gy(s) = (p+ (1 —=p)s)"(p+ (1 —p)s)™ = (p+ (1 —p)s)™"",

donc X +Y suit la loi binomiale de paramétres m+n et p (ce qui se comprend bien
par l'interprétation précédente).
— Si X (resp. Y) suit la loi de Poisson de paramétre A (resp. p), alors :

GX+Y(S) _ Gx(S>Gy(S) _ 6)\(1—5)6;4(1—5) _ 6(>\-l—u)(l—s)7

donc X + Y suit la loi de Poisson de paramétre A + p.



Exercice 2 Dés truqués
1. Soit X une variable de loi uniforme sur {2,...,12}. Pour s € [-1,1] (ou R),

12

1 . s 1— st
Gu(s) =S —g = > .
x(s) 2113 11 1—s

1=

2. Supposons que l'on ait Gx,Gx, = Gx (donné ci-dessus). Remarquons que, pour i =

1,2,
6

Gx,(s) =Y P(X; =j)s’ = sp(s),
j=1
ou (; est un polynome, a coefficients réels, et que la condition P(X; + X, = 12) = 1/11
implique 1/11 = P(X; = 6, Xy = 6) = P(X; = 6)P(X5 = 6) et donc que ¢; est de degré
5, impair. Par un argument de valeurs intermédiaires, les polynomes (; et 5 ont donc
chacun au moins une racine réelle. Or :

1—stt

1—s’

1spi(s)pa(s) =

et le polynome du membre de droite a pour racines les racines onziémes de 'unité autres
que 1, dont aucune n’est réelle : contradiction.

3. Tant que les dés sont indépendants, on ne peut donc les piper (i.e. modifier leur loi)
de facon & rendre toutes les sommes entre 2 et 12 équiprobables.

Lois continues usuelles

1, _
) () et la fr. est F(z) = Hl[mb[(x) +

Exercice 3 UNIFORME la densité est
1[1)700[(33).

Pour tout r > 0, la fonction |x|" fx(x) est bornée par

—a

M intégrable sur [a, b] donc

- a+b (b—a)?
X admet des moments de tout ordre. En particulier E(X) = 5 et Var(X) = BETEE

On peut également noter que si X ~ U(0,1) alors Y = (b —a)X 4+ a ~ U(a,b). On en
déduit facilement les moment de Y a partir de ceux de X.

exp(—(z —m)?/(20%)
2o
n’a pas d’expression explicite, seulement la forme intégrale ffoo Jm.o(y)dy.

C’est bien une loi de proba : I = [* fo.(y)dy = [* foi(y)dy =

NORMALE La densité est f,, () = , la fonction de répartition

2 2
— [T e dx par
Vi

—m
, la parité puis le changement de variable z— > /2.

x
changement de variable z— >

D’autre part :
—z2 2 —p2_q2 —r2 00 g2 /2
(fuw edn) = [ €V dudy = [ g e rdrdd = (f;" e rar) (J57% d0) =

2
1/2x7/2 = 7w/4. Donc I = T\/ﬂ'/‘l = 1. Cette loi admet des moments de tous les ordres.
T

En effet, pour tout r > 0, on a |z|" f,,»(z) est intégrable.



X—-m

On peut également montrer que si X ~ N(m,o) alors Y = ~ N(0,1). On en

déduit facilement que E(X) = m+E(Y)o et Var(X) = UQVar(Y)(.T I1 suffit de calculer les
moments de la N(0,1). Par parité, on a que pour tout m entier impair, E(Y"™) = 0. Soit
maintenant un entier pair. On a E(Y™) = [y 'y fo1(y)dy = (m—1) [y 2 fo1(y)dy en
intégrant par parties. Donc on obtient la relation F(Y™) = (m — 1)E(Y™2) lorsque m
est pair.

2 . m (2k)!
Comme E(Y?) =1 on obtient E(Y")=1...3...(m—1) = Shpl

EXPONENTIELLE La densité est fy(z) = Ae_Ax1x€R+. Donc la fr. est Fy(z) = 1 —
e *1,eg, . La loi exponentielle sert a modéliser les durées de vie. On a E(X) = 1/ et
Var(X) =1/\2

en posant m = 2k.

Exercice 4
1. — 42l et intégrable ssia — 2 < —1, ie. a < 1.
1 1 2

m(a?+z2)
2. [eleidtqt = [0 et s 4 [ o~t(1+i) gy — + = .

J f—oo f“ 1—4¢ 1+ 1+&

3. On déduit de la question précédente et de la transformée de fourier inverse que
1 2

o) 1+ &2
de loi de cauchy de paramétre 1 est e/l

De plus, il faut noter que si X est de loi cauchy de paramétre a alors Y = X/a est de loi

cauchy de paramétre 1.
En effet, P(X/a < ) = P(X < az) = [* —fde = [* —tsady = [* —losdy.

' ‘ ) . —oo m(a?+z2) a?+(ay)? oo w(1+y?)
]E(eti) — ]E(eztaa_ X) — E(ezta,Y) — e—\tzz| — e—u|t\'

eIt = e’td¢. En particulier, la fonction caractéristique de Y une variable

Exercice 5 Soit f la densité de notre variable et posons F(z) = 1 — F(z) = [ f(t)dt.
F est différentiable avec dérivée F'(z) = —f(z). La propriété “sans mémoire” s’écrit
F(s+1t) = F(t)F(s). Dériver cette equation par rapport a t en t = 0 donne I'equation
différentielle

F'(s) = —f(0)F(s)
qui a comme solution F(s) = ce~ /. Donc f(t) = cf(0)e /O et ¢ = 1 est déterminé
par la normalisation. On obtient donc les lois exponentielles.

Exercice 6 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R* de densité f et r > 0.
00 00 (%s) (e%s) Y (%S)
/ re" 'P(X > x)dr = / / ra" f(y)dydr = / / ra" f(y)daedy = / " f(y)dy = E(X7).
0 0o Jy o Jo 0

On peut justifier 'échange d’intégration dans le cas ou E(X") est fini car cette finitude
est 'hypothése dans le Thm de Tonelli.
Si E(X") est fini alors

E(X") = lim beF{dx} =—-b"(1—F(b)) + /b rb" (1 — F(x))dz

b—o0 0
en appliquant avec G = 1 — F' la formule

’

/ w(@)G{dz} = u(B)G () — u(a)G(a) — / o ()G (x)de.



On sait que lim [ 2" F{dz} finie donc [~ 2" F{dz} > b"(1 — F(b)) permet de déduire que
la limite du terme de droite vaut 0. Il suit le résultat. On a d’autre part fob " F{dz} <
fob rb"1(1 — F(z))dz car pour b positif on a b"(1 — F(b)) positif. Donc lorsque E(X") est
infini alors il en est de méme de [~ 70" (1 — F(z))dx.

Exercice 7 Pour une loi exponentielle de paramétre A > 0, on a une densité f(x) =
e 1,4 et une fonction de répartition F(zr) =1 — e si z > 0 et F(z) = 0 sinon.
D’autre part, P(min;—;
1— efn/\x.

.......... WX > ) =1-PX > )" =
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FEUILLE DE TD 5

Obtenir une loi a partir d’une autre

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans £ C Ret f : E — R une fonction
mesurable. Soit Y la variable aléatoire définie par Y = f(X).

1. On suppose que X admet une densité et que f est injective et C' par morceau.
Déterminer la densité de Y a ’aide d’'un changement de variable.

2. On suppose que la loi de X est uniforme sur [0,1] et f(z) = —Inz. Quelle est la loi
de Y7

3. Si X est de loi normale N (m, o), trouver une fonction f telle que Y est de loi normale
N(0,1).

4. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 7]. Donner la loi de sin(U).

5. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [—1, 1]. Donner la loi de

(a) U] (b) U2 (€) g1

Exercice 2 Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale N(0, 1).
1. Calculer la loi de la variable %
2. En déduire la loi de Z7! si Z est une variable aléatoire de loi de Cauchy.

Exercice 3 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale N (m, ?).
Calculer, en fonction de m et o, Pespérance E[(X + Y)?].

Quelques inégalités

Exercice 4 Soit X et Y des variables aléatoires positives de carré intégrable sur (2, A, P).
1. A quelle condition a-t-on E(X?) =07 On exclut cette possibilité dans la suite.
2. En considérant la fonction A — E[(X + AY)?], retrouver l'inégalité¢ de Cauchy-Schwarz

E(XY)? <E(XHE(Y?).
3. Montrer que pour tout a € [0,1] :
(1= a)E(X) <E (X1jex),e(X)) -

4. En déduire que pour tout a € [0,1] :

P(X > aE(X)) > (1 —a)?



Exercice 5 L’inégalité de Jensen

Soit f : £ C R — R une fonction convexe définie sur un intervalle £ qui contient les
valeurs d’une variable aléatoire X. On suppose que X et f(X) sont intégrables. Montrer
que

FE(X)) < E(f(X)).

Montrer que si f est strictement convexe, alors 1'égalité f(E(X)) = E(f(X)) implique
que X est constante sur un événement presque sir (c’est-a-dire de mesure 1 pour P).

Exercice 6 Soit {2 un ensemble fini.

L’entropie d’une probabilité P sur Q est H(P) = — ZP({w}) log, P({w}), ou log, est
we

le logarithme en base 2 et on adopte la convention Olog,0 = 0. Pour P, probabi-

lités sur Q avec Q({w}) > 0 pour tout w € €, leur entropie relative est D(P||Q) =

P{w
>t (i)

1. Montrer a l'aide de I'inégalité de Jensen que D est positive et que D(P||Q) = 0 im-
plique P = Q.

2. En déduire que, parmi les probabilités sur €2, 'entropie est maximale pour la loi uni-
forme sur €2 et uniquement pour celle-ci.

Entropie

Soit (€2, P) un espace de probabilité fini. L’entropie (sur la base b) de la distribution

P est la valeur
Hy(P) := = > P({w})log,(P({w}))

weN

ol b > 0 est la base du logarithme. Ici on définit 0log,(0) = 0.

Remarque : En théorie de I'information on utilise surtout b = 2, c’est 'entropie binaire
qu’on va noter H. Autrement dit, 'entropie binaire H est 'espérance de la variable aléa-
toire Z(w) = —logy(P({w})). L’entropie binaire de la loi pux d’une variable aléatoire finie
X est notée H(pux) ou bien H(X) .

Exercice 7 On considére un jeux de 32 cartes et la variable aléatoire X définie par

si la carte est noir

si la carte est un coeur

si la carte est le 7,8,9,10 de carreau
pour les autres cartes

X (carte) =

QL O o

ou a, b, c,d sont quatre réels distincts.

1. Déterminer H(X).

2. Alice et Bob jouent au jeu suivant : Alice tire une carte C' et demande Bob de déterminer
la valeur X (C) en posant des questions de type “X(C') appartient-il & A?” ot A est une
partie de {a, b, ¢, d}. Supposons que Bob choisit les questions “X(C) =a?”, “X(C) =b?”
et “X(C) = ¢?7” dans cet ordre. Montrer que la valeur moyenne du nombre de questions
que Bob a besoin de poser vaut H(X).



Exercice 8 Soit maintenant P et P’ deux probabilités sur €. L’entropie relative notée
D(P||P’) est définie comme I'espérance de la variable w — log,(P({w})) — log,(P'({w}))

par rapport a P :
P{w})

P'({w})
1. Montrer a I'aide de I'inégalité de Jensen que D est positif et que D(P||P') = 0 implique
P=DP.

2. Soit u la distribution uniforme sur 2. Montrer que

D(P[P') = ) P({w}) logy( )-

weN

D(P||u) = H(u) — H(P).

3. En déduire que I'entropie binaire d’une distribution sur €2 prend ses valeurs entre 0 et
log, |2] et que la distribution uniforme est 'unique point maximal de H.



CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 5

Obtenir une loi & partir d’une autre

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans £ C Ret f : E — R une fonction
mesurable. Soit Y = f(X).
1. P(Y € A) =P(f(X) € A) =P(X € f~}(A)). En particular P(Y e R) =P(X e R) =1
et les autres axiomes.
2. Soit px la densité de X On regarde le cas ou f est injective et C'1.

Y € A f 1A f 1A dS

it
Donc py(s) = % (Ou py = IfV]px o f )-

3. px = Lo, fH(s) = e, f7(s) = —e™*. Donc py(s) = e *1j((5), ce qui est la loi
exponentielle de parameétre 1.

4. Réponse : f(z) = oz —m).

5. Par application du théoréme du transfert, si g est une fonction mesurable bornée de R
dans R, alors

E(g(sin(U))) = / g(sin(u)) (du)
et

Blo(sin() = | 9(Ohmano ).
R
On sait que U a pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue 1/71jy (). Donc

[ stsmtpmotan = £ [ gt =2 [ gtsinyan.

En posant ¢ = sin(u) on a u = arcsin(t) et

Blo(ein(U) = = [ ()t

Par conséquent, fisin () (dt) =

V-2

1(0,1(t)dt, donc la densité de sin(U) au point ¢ par
2
rapport & la mesure de Lebesgue est —

1
1 t).
Avip et
6. Pour |U| et U?, il est plus direct de passer par la fonction de répartition. On trouve que
|U| est de loi uniforme sur [0, 1], U? a pour densité au point ¢ par rapport a la mesure de

1 1. 1+uw
Lebesgue —=1 t). Pour la transformation par h(u) := —In ——, on peut remarquer
g 2\/g[o,11() par h(u) := o In-— on p q
que cette fonction est strictement croissante de | —1, 1] vers R. On peut leur faire appliquer
26215

ce qui precede, on obtient une densité au point ¢ donnée par ——.
(€2t + 1)2



Exercice 2 Soit X,Y deux variables aléatoires indépendantes de loi normale N(0, 1).
1. La densité de (X,Y) est p(ty,t2) = %e‘é(t%“g). Alors
P(é € A) = /R 1A(2)Qie LB g1, dr, — /R 1A(s)%e§(52+1)t5d5]t2|dt2.
Par Fubini on peut evaluer
1
o Ju
ce qui est donc la densité de la loi de Y.

2. Si Z est une Variable aléatoire de loi de Cauchy alors sa loi est la méme que celle de

X . Par symmetrie & % a la méme loi que . Donc Z~! a la méme loi que Z.

Exercice 3 On trouve E[(X+Y)?| = E[X?+E[Y?]+2E[XY] = m*+0%+m?+0?+2m? =
4m? + 202

1

BRI ———
‘ oldte = ZH

Quelques inégalités

Exercice 4 Soit X et Y des variables aléatoires positives de carré intégrables sur (€2, A, P).
1. La variable aléatoire X? est positive ou nulle donc E(X?) = 0 si et seulement si X>
est nulle presque sirement ou encore si et seulement si X est nulle presque siirement.

2. La fonction A — E[(X + \Y)?] = E(X?) + 2)AE(XY) + A’E(Y?) est un trinome du
second degré toujours positif. Par conséquent son discriminant est négatif : 4E(XY)? —
4E(X?)E(Y?) < 0 autrement dit, E(XY)? < E(X?)E(Y?).

3. Comme X est une variable positive on a Lug(x),c0[(X) = 1 — L ar(x)[(X).

Or E(X1jparcx)(X)) < aE(X) done E(X1jp(x)00(X)) = E(X) — aE(X).

4. En utilisant les deux questions précédentes on a :

(1 — a)E(X)? < E(XLuzx)00(X))? < E(XHP(X > aE(X)).
Exercice 5 L’inégalité de Jensen A faire

Exercice 6 1. Appliquer Jensen & — In et la mesure P: Y P(w)(— log gg:’g) —log > P(w )Q—; =

0, ou alors a x — x Inz qui est strictement convexe (dérivée In x+1 strictement croissante)
et a la mesure @ : > SEZ (—log PE‘”%)Q(w) > (> gQ) In(> gQ) = 0. Le cas dégalité cor-
respond & g constant )-p.s., ¢’est-a-dire pour tout w car @) > 0. La constante doit étre 1
puisque ce sont des probas.

2. Prendre pour Q la mesure uniforme : Iinégalité devient 0 < 3 P(w)log £t 1/IQ\ =
—H(P) +1log |2 = —H(P) + H(u) (u proba uniforme), d’ou H(P) < H(u) et I'éga-
lité donne une égalité dans la question d’avant donc P = w.

Entropie

Exercice 7 On considére un jeux de 32 cartes avec la variable aléatoire X ou

si la carte est noir

si la carte est coeur

si la carte est carreau 7,8,9, 10
pour les autres cartes

X(carte) =

Qo Qe



ou a,b, c,d sont quatre nombres différents.

1. H(X) = = Ysequpey POX = i) 1ogy(P(X = 1)) = L1ogy(2) + L logy(4) + 2L logy(8) =
1,75.

2. Alice et Bob jouent un jeu : Alice tire une carte C' et demande Bob de déterminer la
valeur X (C') en posant des questions de type "X (C), appartient-il & A?” ou A est une
partie de {a, b, c,d}. Supposons que Bob choisit les questions "X (C) = a?”,”X(C) = b7,
"X(C) = ¢?”, dans cet ordre. Déterminer la valeur moyenne de nombre de questions que
Bob a besoin de poser.

Soit L la variable aléatoire de nombre de questions Bob a du demander pour connaitre le
resultat. Alors E(L) =11+ 12+ 13+ 23 =1,75 = H(X).

2

Exercice 8 Voir copie de I'an passe.
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FEUILLE DE TD 6

Exercice 1 Généralisation d’inégalités du cours
Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable sur (2, A, P).
1. Soit g : R — R, telle que g(x) > b > 0 pour tout x € I C R. Montrer que

P(X € I) < b™'E(g(X)).

2. Retrouver a l'aide du résultat précédent les inégalités de Markov et Tchebycheff.
3. En utilisant la fonction g(z) = (x + ¢)? pour ¢ > 0 montrer que si E(X) = 0 et
Var(X) = o2 alors pour tout ¢ > 0,

2

PX>t) < ——.
( )= o2 + 2

Exercice 2 Loi Gamma

Pour a > 0 et A > 0, on définit la loi 7, ) par sa densité relativement a la mesure de

Lebesgue :

a

far(z) = m exp(—Az)2 1+ (7).

1. Vérifier que cette fonction définit bien une densité.
2. Déterminer 'espérance de cette loi.

Soit Vi, Vs, ..., V, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi £(N).
3. Montrer par récurrence que la loi de la somme V; + .-+ V,, est la loi v, .

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi 7, ».
4. Déterminer la loi de \X.
5. Montrer que X + Y et X/Y sont des v.a. indépendantes dont on calculera les lois.
6. Montrer que X +Y et X/(X +Y) sont des v.a. indépendantes. Calculer la loi de
X/(X+Y).

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi v, x et 7; \ respecti-
vement.
7. Déterminer la loi de X + Y.

Soit Z1,Zs, ..., Z, des variables aléatoires réelles indépendantes de loi N'(0, 1).
8. Montrer que Z? suit une loi Y1/2,1/2-
9. Montrer que le + -+ ZZ suit une loi 7,21 /2. (La loi Ynj2,1/2 €st également appelée

loi x*(n)).

Exercice 3 Loi Normale
Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi A(0, 1).
1. Notons ®x(t) = E(e™¥) la fonction caractéristique de X. Donner Re (®x(t)) et



Im (®x(t)) puis montrer a l'aide d’intégrations par parties que @'y (t) = —tPx(¢). En
déduire ’expression de @ .

2. Soit 6 € [0,27]. Déterminer la loi de Xy = X cos(#) + Y sin(f) et Yy = —X sin(f) +
Y cos(0).

3. Les variables Xy et Y, sont-elles indépendantes 7

Exercice 4 Extrait du partiel d’avril 2008
1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi N(m,c?) et N(m/, o"?).
Quelle est la loide X +Y 7

2. Soient X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes, toutes de loi N(m, c?). Quelle

_ X+ + X,
est la loi de X,, = 1t + ?

n
3. Montrer que @(Yn — m) suit une loi N(0,1).
o

4. Soit a €]0, 1], montrer qu’il existe (sans I'expliciter) un unique nombre réel positif ¢,

tel que
Pa
/ e_$2/2d—x =1-a.

Y=

5. En déduire qu'il existe un intervalle I, = [m — ¢, m + t|, avec t a préciser en fonction
des constantes de I'exercice, tel que P(X, € I,) =1 — a.

6. En déduire que pour tout ¢ > 0 on a lim, .., P(|X, —m| >t) =0.

7. On applique 5) au cas on m = 1/2,0 = 1/2, n = 1000 et &« = 0,05. On a ¢, = 1,96
dans ce cas. Que peut-on dire de P(X,, < 0,45)?



CORRECTION DE LA FEUILLE DE TD 6

Exercice 1 Généralisation d’inégalités du cours

Soit X une variable aléatoire réelle de carré intégrable sur (€2, A, P).

1. g positive donne E(g(X)1x¢r) > 0 et g minorée par b sur I donne E(g(X)1xer) >
bP(X € I).

2. Markov : X positive, t > 0, g(z) =z et I = [t, 00].

Tchebycheff : ¢ > 0, g(z) = (z — E(X))? et [ =] — 00, E(X) — t] U [E(X) + ¢, +00].

3. Pour g(z) = (x + ¢)? pour ¢ > 0, on a bien g(x) > 0 pour tout x et g(z) > (t + ¢)
pour z >t > 0. Donc

2

P(X >t) <

R

Si E(X) =0 et E(X?) = 02, cela donne :

2 2
PX>1) <l ¢
(t+c)?

Le terme de droite est une fonction en ¢ qui atteint son minimum au point ¢ = 02/t > 0
et donne le résultat attendu.

Exercice 2 Loi Uniforme

Exercice 3 Loi Gamma

1. Direct.

2. On utilise le fait que I'(a + 1) = al'(a) pour obtenir que I'espérance de cette loi est
a/\.

3. Pour n = 1, ok. Supposons n > 2 et S :=V; + ...+ V,_; de loi 7,,_1x. Soit g une
fonction mesurable bornée de R dans R. On a

E(g(Vi + ...+ V,) = E(g(S + Vi) = / 9@ + )i (de, dy)

R
et
Blo(Vi + -+ V) = [ 9O @),
R
Comme f(vy,...,0,1) =01+ ...+ v, 1 et g(v,) = v mesurables on en déduit que S et

V,, sont indépendantes car (Vi,...,V,_1) et V, le sont,

/]R 9(x +y) s, (de, dy) = /0 e / ) dtg(ﬂ%@”%”
- /000 g(t)%e‘” [:I:”_l/(n — 1)]édt

— /R g(t)FA(;) exp(—= A" Mg (t)dt

4. On peut utiliser la fonction de répartition. Avec un changement de variable on voit



que AX ~ v,1.
5. Soit g une fonction mesurable bornée de R? dans R%. On a

Blo(X +Y.X/Y) = [ glu oo ldu. do)

R2

Ba(X +Y.X/V) = [ g0 fa g (do. do)

ou f(z,y) = (z +y,z/y) définie de (R**)? vers (R*)?. Comme les variables X et Y sont
indépendantes, le couple (X,Y") a pour densité px(dx)uy (dy) par rapport a la mesure de
Lebesgue sur R2.
On fait alors le changement de variable u =z +y, v = x/y, pour x > 0 et y > 0;
Ceci est équivalent & © = uv/(v+1) et y = u/(v+ 1) pour u > 0 et v > 0.

|/t Ll | w
On a de plus |J(u,v)| = w+1) —ufwt1)? |~ wrie

a—1 AZQ
E(g(X +Y,X/Y)) = 2a-1—duy Y 1,
@YXV = [ ot opt ey s

A2a
Les variables sont indépendantes, pixiy(du) = ———u?*le ™1, 0du et px/y(dv) =

['(2a)
'(2a) v*!
[(a)? (v+1)2
6. Soit g une fonction mesurable bornée de R? dans R?. On a

. 1l suit

5 dudv.

1v>0dU.

Blg(X + Y, X/(X +Y))) = [ gluo)uoevsorry(du.do)

R2
et

Blg(X + Y, X/(X +Y)) = [

R
ou f(z,y) = (x +y,z/(x +y)) définie de (R*T)? vers (R*T)2. Comme les variables X et
Y sont indépendantes, le couple (X,Y) a pour densité uy(dz)uy(dy) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R2.
On fait alors le changement de variable u =z +y, v = x/(z + y), pour x > 0 et y > 0;
Ceci est équivalent & © = uv et y = u(l —v) pour u > 0 et v € (0,1).
v u

90 F(@, ) x sy, x/(x+v) (do, dy)

On a de plus |J(u,v)| = ‘ l—v —u ‘ = u. 1l suit
A2 1 I'(2a a
E(g(X+Y, X/(X+Y))) = /]RZ g(u,v)r(Qa)uh Le™ 1,50 I‘((a)Q) (0(1 = )" " 1gepardudo.
. . ['(2a) a1
Les variables sont indépendantes et on a de plus jix/(x1y)(dv) = T(a)? (v(1 =) 1pcp<rdv.

7. Le seul point délicat est de calculer [ 2~ (t — )"~ 'dx = o+~ f01 Yy 1 —y) ldy =
tat=1C, ;. La constante C,; est forcément égale & I'(a)['(b)/T(a + b) en tenant compte
de la normalisation.

8. Si Z; est de loi N(0,1) et g une fonction mesurable bornée de R dans R. On a

E(9(X?)) Z/Q(U)uxz(du) E(g(X?)) Z/Rg(x?)ux(da:) = \/%/Rg(ﬁ)ex?ﬂdx.

R



—y/2 dy

2 oo g 2 e 0 dy
ﬁfo g(x?)e dl’*\/%fo 9(y) 2. /5

Par parité de  — g(22)e "/ on a E(g(X?)) =

1
done puxz(de) = —==e ™2y~ 21z (y).
™

9. On le montre par récurrence. Pour n = 1 c’est vrai. Supposons que S, ; = Z7 +
e+ 22~ Yni 1€t Zy o~ N(0,1). On a S, = S,_1 + Z2. Comme f(z1,...,2, 1) =
224 ...+ 22 | et g(z,) = 22 mesurables on en déduit que S,,_; et Z2 sont indépendantes
car (Z1,...,%Z,_1) et Z, le sont. On utilise ensuite la question 7 et 8 donnant S, suit une
Vo1 =7

2

=
=
w[3
[NIE

Exercice 4 Loi Normale

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de loi N(0,1).

1. On montre avec les indications que ®y (t) = —t®Px (¢). En utilisant le fait que ®x(0) =1
on obtient que log(®x (1)) = —t2/2 et ®x(t) = exp(—t*/2).

2. En utilisant I'indépendance et la question précédente on trouve ®x, (1) = Dy, () =
exp(—t%/2). Ces variables sont donc de loi N(0,1).

3. On définit hy(z,y) = (zcos(f) + ysin(f), —x sin(f) + y cos(f)) sur R2. Par application
du théoréme du transfert, si g est un fonction mesurable bornée de R? dans R2, alors

Blo(Xe,Y0)) = | g(u 0,0 (du.do)

et
E(g(Xs,Y5)) = E(g o hy(X,Y)) = / 90 hole, e (de, dy).

R2
X et Y sont indépendantes donc (X,Y’) a pour densité e*(12+y2)/2/(27r) par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R?. On fait le changement de variable u = z cos(f) + ysin(6),
v = —zsin(f) + ycos(f) pour (z,y) € R?. Ceci est équivalent & z = ucos(f) — vsin(f) et
y = usin(f) + v cos(d) pour (u,v) € R%
cos(f) —sin(6)

Le jacobien vaut |J(u,v)| = sin(f)  cos(f)

‘ = 1. On obtient, en utilisant le fait que
2+ y? = u? + 0
E(gohe(X,Y)) = / g(u, v)e” @2 ) 0m) dudv.
RQ

Par conséquent, 1i(x,v,) = tx, @ fy,. Ces deux variables aléatoires sont indépendantes.

Exercice 5 Voir Test partiel du 11 avril 2008
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Fonction caractéristique

Exercice 1 Lois symétriques, fonction caractéristique

La loi d’une variable aléatoire réelle X est dite symétrique lorsque X et —X ont méme
loi.

1. A quelle condition une loi de densité f par rapport & la mesure de Lebesgue est-elle
symétrique 7

2. Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes de méme loi. Exprimer en fonction
de la fonction caractéristique ®y de X les fonctions caractéristiques suivantes : ®_y,
Pxiy, Px-y.

3. Montrer que la loi d’une variable aléatoire réelle X est symétrique si, et seulement si,
pour tout t € R, ®x(t) € R.

4. Soit Y une v.a. réelle, et Z une v.a. indépendante de Y et de loi donnée par :

Montrer que la loi de X = ZY est symétrique et calculer sa fonction caractéristique (en
fonction de ®y). Si Y admet une densité f, quelle est la loi de X 7

Exercice 2 Calculs de fonctions caractéristiques

1. Calculer ®y ot X suit la loi £()). En déduire ®; ot Z suit la loi 7, pour n € N*.
2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Laplace, ¢’est-a-dire que la loi de X a
pour densité x — %e‘m sur R. Montrer que, pour t € R, &x (1) = H% (on pourra utiliser
la derniére question de l'exercice précédent)

3. En déduire la fonction caractéristique d’une variable aléatoire suivant une loi de Cauchy
de paramétre 1 (densité f(z) = M) Quelle est la loi de la moyenne de deux variables
aléatoires de loi de Cauchy de paramétre 1 indépendantes?

4. Soit X1, X, X3, X, des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1). Rappeler la
valeur de ®y,(t). Calculer ®x, x, (en utilisant le théoréme de Fubini), puis ®x, x,+x5x,;
et en déduire la loi de X; X5 + X3X,.

Loi conditionnelle (cas général, cas & densité)

Exercice 3 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes. Quelle est la loi
conditionnelle de X sachant Y 7 Plus généralement, pour ¢ : R? — R mesurable, quelle
est la loi conditionnelle de p(X,Y’) sachant Y 7

Exercice 4 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi A/(0,1). Détermi-
ner la loi du couple (X, X +Y), et en déduire la loi conditionnelle de X sachant X + Y.



Exercice 5 Soit X,Y des variables aléatoires indépendantes de loi N'(0,1).

1. Déterminer la loi du couple (X, Z) = (X, X? + Y?).

2. En déduire la loi de X? + Y? puis la loi conditionnelle de X sachant X? + Y2,

3. Calculer E[|X]||X? +Y?].

4. On note R = /Z et on définit © € [0,2n] par les équations X = Rcos© et
Y = Rsin ©. Déterminer la loi du couple (R, ©). Ces variables sont-elles indépendantes ?
Retrouver alors rapidement le résultat de la question précédente.



Exercice 6 Loi conditionnelle autour de la loi de Poisson

Soient X7 et X5 des variables aléatoires, indépendantes, de loi de Poisson de paramétre
A1 et Ay respectivement.

1. Calculer la loi de X; + X,.

2. Calculer la loi conditionnelle de X; sachant X; + X,. Identifier une loi connue puis
interpréter.

Exercice 7 Loi conditionnelle autour de la loi de Bernoulli

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires de Bernoulli indépendantes toutes de méme loi :
P(X;=1)=p, P(X; =0)=1—p pour un p €]0,1[. Soit S,, = X7 + ... + X,,.

1. Quelle est la loi de S, 7

2. Quelle est la loi du couple (Xi,.S,)7

3. Quelle est la loi conditionnelle de X; sachant S, 7

4. Quelle est la loi de conditionnelle de S,, sachant X7

Exercice 8 Loi conditionnelle autour de la loi exponentielle

Soient T et T des variables aléatoires, indépendantes, de loi Exp(A).

1. Calculer la loi de T + T5.

2. Calculer la probabilité conditionnelle P(T} € [a,b]|T) <t < Ty +T5) : Qu’en concluez-
vous 7
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Fonction caractéristique

Exercice 1 Lois symétriques, fonction caractéristique

La loi d’une variable aléatoire réelle X est dite symétrique lorsque X et —X ont méme
loi.

1. X de loi f(z)dz. T faut et il suffit que f soit paire (ou plutot, soit égale Lebesgue-
presque-partout a une fonction paire) pour que la loi de X soit symétrique. En effet la
loi de —X est de densité —f; et si deux densités f et g fournissent la méme loi, elles
sont telles que [, f( dx = ng Ydz pour tout borélien A, d’ou 0 = f{f_g>0}(f —g) —
f{f_g<0} f—9)= [x|f(x) = g(z)|dz et donc f(z) = g(x) da-presque partout.

2. ®_X<t):q))(( ) (I)X( ) (car X( ) GR), (I)X+y:((1)x)2, (I>X_y2|(bx|2.

3. Ox(t) € Rssi Dx(t) = Px(t) ssi Px(t) = D_x(1).

4. La variable Z est symétrique, et est indépendante de Y. Donc le couple (—Z,Y) a
méme loi que (Z,Y). Donc —ZY et ZY ont méme loi. Et, en découpant selon les valeurs
de Z, x(t) = L(E[e™] + Ele™™]) = Re((by( )) Si Y a pour densité f, —Y a pour
densité y — f(—y), donc Px(t) = F(Py (t) + P_y ( fe’tyLdy pour tout ¢, ce
qui montre que X a pour densité M.

Exercice 2 Calculs de fonctions caracteristiques
1. Si X suit la loi £()), ®x(t) = 2. Comme (voir fiche 4) la loi 7, est la loi de la
somme de n variables de loi exponentielle indépendantes,

o2lt) = @x0)r = (125 -

2. On peut voir que, si on note f(x) = e "1g, (x) la densité de la loi exponentielle de

parameétre 1, alors %e‘m = w, donc X se déduit d’une variable Y de loi £(1) de
la méme fagon qu’a la fin de I'exercice 1. Ainsi, on a ®x(t) = Re(1 =) = e
3. Comme Py est intégrable sur R on a, par la formule d’inversion de Fourier (ou Corol-
laire 11.14 du cours 7), 1e7l*l = L fe‘it‘”q)x( )dt ot X est comme & la question d’avant.
En réécrivant cette égalité, on a [ e " 1+t = e 17l cest-a-dire ®y(t) = e si YV
est de loi de Cauchy de paramétre 1. Smt /%1,)(2 de loi de Cauchy de paramétre 1.
@w(t) Elei2X+X)] — ¢ (¢/2)% = el = dy, (t). Done la loi de X1EXs et celle de
Xl.

4. On a :

, v dy 22 dx
d t) = e 2 ) e 7
xuxa(t) /(/ \/2%) v 2T




Puis Oy, x,+x,x,(t) = \/ﬁ, et la question précédente montre que X; X, + X3X, suit la

loi %e"“dt.

Lois conditionnelles

Exercice 3 examen de rattrapage du 25 juin 2008. Pour toute f : R — R mesurable
bornée, on a :

Elf(p(X,Y))] = /f 2, y))dpx v (T, y) /</f ,y))dpx (v )) dpy (y)

= /(/f d,ugoXy ))dMY()

donc la loi conditionnelle de (X, Y') sachant Y = y est la loi de (X, y).

12 z—x 2
Exercice 4 On trouve (X,7) = (X, X +Y) de densité e Fe -, et comme Z a

2
12 z—x
pour loi N(0,2), la loi de X conditionnellement & Z a pour densité e~ 2> +3 L et

7
Pexposant s’écrit —(z° — zx + 2%/4) = —(x — £)?, donc c’est la loi N(%,2).

Exercice 5 Loi conditionnelle autour de la loi normale
Soit X, Y des variables aléatoires indépendantes de loi (0, 1).
1. Pour toute fonction bornée f : R? — R, on a :

dr d
B2 = [ [ Sty rer B
R JR Q
o 2 25dyd
= 2// f(z,2® +y?)e ™2 22947
R Jo

27
dz dx

= 2 T,z e ——
| [, semer
672/2 dod
= T, 2) 1,5y ————=dx dz,
/R/Rf( ) {22}271'\/2—1'2

donc la loi du couple (X, Z) est de densité fix z)(z,2) = ml{»x?} par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R2.
2. Alors la loi de Z est de densité :

) = / T (z,2)dz = 1g  ( )6%/2 /\/5 /—dx = ! ! (2)
z) = T, z)dxr = z = —e z
. x, )\, Ry 9 avio? 2 Ry

(en reconnaissant la dérivée de arcsin 7= dans I'intégrale), autrement dit Z suit la loi
exponentielle de paramétre 1/2. Donc la loi conditionnelle de X sachant Z est p(z,dz) =
[x|z=-(x)dx on, pour z > 0 :

Jxon(@z)  Lacym 1
Friz=:{2) = f2(z) V=22 T



et fX\Z::c(x) =0siz S 0.
3. Alors :

E[|X||Z] = / (2] fx () de

— ——dx
7T/0 N

e

T
4. Voir corrigé de I’examen, ou : On note ¢ : (z,y) — (r,0) I'application de passage en

coordonnées polaires; c¢’est un C'-difféo de R? \ (R, x {0}) dans ]0, +o00[x]0, 27[, avec
|J¢~1(r, )| = r. Pour toute fonction mesurable bornée f : R?> — R, on a donc :

B (R.0)] = Bl XY = [ [ flotapye @ mrid
- / 27rf rcosf,rsinf)e T/Qrdr—

1]0 271'[

donc (R, ©) a pour densité re*72/21]07+00[(r) . R et O sont indépendantes, de lois
respectives re~""/?1jo oof(r)dr et la loi uniforme sur [0,27]. La loi conditionnelle de X
sachant Z est la loi conditionnelle de Rcos©® = v/Z cos© sachant Z. Or Z et © sont
indépendantes car R = v/Z et © le sont. Par Pexercice 3, la loi de X sachant Z = = est

donc la loi de /z cos ©. Notamment, on a donc :

E[|X]||Z = 2] = V2 E[| cos O] ] —4\/_/ COSH@:Z\/E,

™

comme obtenu plus haut. On pourrait aussi retrouver la densité fy z—.(x).

Exercice 6 Loi conditionnelle autour de la loi de Poisson
examen du 9 juin 2008

Exercice 7 Loi conditionnelle autour de la loi de bernoulli
test partiel du 11 avril 2008

Exercice 8 Loi conditionnelle autour de la loi de exponentielle
examen de rattrapage du 25 juin 2008
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Modes de convergence et lemme de Borel-Cantelli

QUELQUES RAPPELS

Par définition

lim inf A, = UM A

n>1k>n

donc w € liminf, A, < il existe n tel que w € A, pour tout k > n. liminf, A, contient
les éléments w € ) qui appartiennent & tous les A,, a partir d’'un certain rang. D’autre

part
limsup A,, = m U Ay

n>1k>n

donc w € limsup,, A, & pour tout n, il existe k(n) > n tel que w € Ay, donc limsup,, 4,
contient les éléments w € () qui appartiennent & une infinité de A,,.
On savait déja que pour une suite d’événements (A,), :

* P(UX L A,) < Y P(A,) avec une égalité dans le cas ou les A, sont deux & deux
disjoints.

* limy, oo P(A4,) = P(U2, A,,) lorsque (A,,), est croissante.

* lim, 0 P(A4,) = P(N22, A,,) lorsque (A,,), est décroissante.

Posons I, = Ng>n Ak et J,, = Ugsn Ag. On a donce P(limsup,, A,,) = lim, oo P(Ug>, Ag) =
lim, oo P(J,) et P(liminf, A,) = lim,_ e P(Ng>nAk) = lim,, o P(1,,).
De plus pour tout n

I, CA,ClJ,

et par conséquent

P(liminf A,) = lim P(/,,) < liminfP(4,) < limsupP(A4,) < lim P(J,) = P(limsup 4,,).

n— oo n n—oo n

Borel-Cantells -
* > P(A4,) < oo = P(limsup, 4,) = 0.
* (A,) mutuellement indépendants et ) P(A,) = co = P(limsup, 4,) = 1.

Exercice 1 Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi exponen-
tielle de parameétre A > 0. On pose

X
Y = limsup —.
n  Inn



Le but est de montrer que Y = % presque surement.

1. Montrer que
X, 1 X, 1
i —_— > <
}P’(hmnsup{lnn )\}) <P (llmsup = A)

. Montrer que P (lim sup,, {I)If—jl > %}) = 1. En déduire que P(Y > %) =1.
. Montrer que, pour tout € > 0,

X, 1 X, 1
P ( lim sup re <P{limsupq — > re .
Inn A n Inn A

4. Montrer que P (lim sup,, {l)n(jl > HE}) = 0. En déduire que P(Y > %) =0.
5. En déduire que P(Y = 1) = 1.
6. Montrer que l)rf—’;L converge vers 0 en probabilité. Cette suite converge-t-elle presque

stirement vers 07

w N

Exercice 2 Soit (p,),>1 une suite dans [0, 1] qui tend vers 0. Soit (X,,),>1 une suite de
variables aléatoires indépendantes de loi Bernoulli de paramétre p, : P(X,, = 1) =p, =
1 -P(X, =0).

1. Montrer que X,, converge vers 0 en probabilité.

2. Sous quelle condition sur la somme ) p, la suite (X,,),>1 converge-t-elle aussi presque
sirement vers 07

Exercice 3 Soit (U,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Ber-
noulli de paramétre p (i.e. qui valent 1 avec probabilité p et 0 avec probabilité ¢ = 1 — p).
Pour tout n, on note Y,, = U,U,, 1, puis S, =Y, + ...+ Y.

1. Pour tout n, quelle est la loi de Y,, 7

2. A quelle condition sur n et m tels que 1 < n < m les variables aléatoires Y,, et Y,
sont-elles indépendantes 7

3. Calculer E[Y,Y,,] puis calculer E[S,,/n].

4. Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour tout n, Var[S,] < Cn.

5. Démontrer que la suite S, /n converge en probabilité vers une constante a préciser.
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Exercice 1
1. Decoule de I’ implication suivante Soit (z,,),>0 une suite de nombres réels. On rappelle
que limsup,, ¥, = lim,, supy,, x. Alors on peut montrer que

Tp > 0 pour une infinité den — limsupz, >0

Comme les variables sont indépendantes, Borel Cantelli implique P(lim sup,, {1)5_2 > % ) =
1 et donc avec 1. P(Y > 1) = 1.

3. Decoule de I" implication suivante Soit (z,),>0 une suite de nombres réels. On rappelle
que limsup,, ¥, = lim,, supy,, zx. Alors on peut montrer que

limsupz, >0 = =z, > 0 pour une infinité de n.

n

4. Maintenant

X 1+e€
P({ =2 — —(1+e) )
; ({lnn> A }) ;n < o0
Borel Cantelli nous dit alors que P(lim sup,, {ﬁ—’; %(1 + e)}) = 0. Avec 3. P(Y > %(1 +
€))=0.
5. On laissant tendre € vers 0 on obtient par o-continuité que P(Y > §) = lim_oP(Y >

) =0. Donc P(Y = §) =P(Y > 1) = P(Y > 1)=1-0=L1.

6. On a ]P’(lf—:l >a)=P(X; >alnn) — 0.

Exercice 2

1. On a pour tout € > 0 que P(X,, > ¢) < p, == 0.

2. On pose A, = {X,, = 1}. A = limsup, A,, = ),, U;>,, Ax est U'ensemble des points
w € Q2 pour lesquelles X,,(w) ne converge pas vers 0. D’aprés Borel-Cantelli P(A) = 0 ssi
> . P(A,) < oo. Donc (X,,), converge présque surement vers 0 ssi » . p, < 0.

Exercice 3 Voir examen du 9 juin 2008
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Xn
1. Montrons que limsup{= > 1/A} C {limsup o 2 > 1/A}.
Soit w € limsup{zz > 1/A}. Alors w appartlent a une infinité d’événements {22 > 1/}

c’est-a-dire que I’ ensemble {ne

Par conséquent, limsup == (“’) > 1/)\ SOlt encore w € {hm sup 2z > 1/A}.
2. On a P( {111 > /\} {X > ln”} e~ Inn — . Donc

Sr{pazip=Sg =

n

Comme les variables sont indépendantes, Borel Cantelli implique
P(limsup, {22 > 1}) =1 et donc avec la question 1. P(Y > §) = 1.

3. Montrons que {limsup l_ > ) C limsup{&e > L},
nn

X(w)>§

Inn A

Xn
Soit w € {limsup s 1<} on a alors limsup
nn

Xp(w Xp(w
Or il existe une sous-suite de n(«) qui converge vers lim sup n{ )
Inn /, .y nn
Donc lensemble {n € N, 2r() 1 w12 > Lre} est infini.

Ce qui signifie que w € lim sup{ X” > 1+6}

4. Maintenant .
X + €
n _ —(1+¢)
gn P({lnn > }) = En n < 00.

Borel Cantelli nous dit alors que P(limsup, {22 > 1(1+¢€)}) =0.

Avec la question 3. P(Y > (1 +¢)) = 0.

5. En laissant tendre € vers 0 on obtient par o-continuité que

P(Y > §) =limoP(Y > 5€) = 0. Donc P(Y = 1) =P(Y > 5) = P(Y > §)=1-0=1.
6. On a P(22 > ¢) =P(X; > elnn) — 0.

Autrement dit, il est clair que cette variable converge en probabilité vers 0.

On peut montrer qu’elle ne converge pas ps vers 0 en utilisant 1’équivalence

Y, =P Y si et seulement si Ve >0 P(limsup|Y,, — Y| >¢€) = 0.

En effet, pour Y,, = X,,/Inn et Y = 0 ici, on voit trés rapidement apparaitre une contrac-
diction avec le résultat de la question 5.
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Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives ()
avec A > 0 et £(u) avec p > 0. On note Z = min(X,Y).

1. Calculer la fonction de répartition de Z.

2. Calculer P(X <Y).

3. Montrer que les variables Z et 1;7_x) sont indépendantes.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) avec p €0, 1]
et £(A\) avec A > 0. On note Z = min(X,Y).

4. Calculer les fonctions de répartition de X et Y.

5. Calculer P(X <Y).

6. Pour k € N*, calculer P(Z = k).

7. Pour £ € N, a et b deux réels tels que £ < a < b < £+ 1, calculer P(a < Z < b).

Exercice 2

1. Soit Xy, Xy,..., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Soit N une variable aléatoire de loi binomiale B(n, p) indépendante de Xy, X1, ..., X,,.
On pose

N
i=0

Exprimer la fonction caractéristique de U en fonction de celle de X,.

2. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli
de paramétre p. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre A > 0
indépendante de (X,,),>1. On pose

v — 0 st N =0,
TUSEX si N>

Calculer la fonction génératrice de V. Quelle loi reconnaissez-vous ?

Exercice 3

1. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi N'(0,1).
1

Montrer que la suite de terme général — Y " | X2e™i converge presque siirement lorsque
n

n tend vers l'infini vers une limite que 'on précisera.
2. Soit (Y,)n>1 et (Z,)n>1 des variables aléatoires indépendantes et de méme loi uniforme
sur [0,1]. Déterminer le comportement lorsque n tend vers l'infini de la suite de terme

général 2im1 Lyvirzi<ay-
3. Notons M,, = max(Y3,...,Y,). Déterminer la loi de M,, puis montrer que M,, converge
en probabilité vers 1.
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Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives E()\)
avec A > 0 et £(u) avec p > 0. On note Z = min(X,Y).
1. Z est une variable positive. Pour z > 0, on a P(Z < 2) = 1 - P(X > 2,Y > 2) =
1 -P(X > 2)PY > 2) =1 — e M2 done Z suit une loi exponentielle de paramétre
A+ p.

A

2. IP)(X S Y) = fR2 1$§y'u(X7Y) (dl’, dy) —Tonelli J‘OOO (fxOO Mef“ydy) )\ei/\xdl‘ = m

3. 1l est suffisant de montrer que pour A C R borélien : P(Z € A, 1,_x = 1) =P(Z €
A)P(]-Z:X = 1) On a

P(ZeAl,x=1) = PX<Y, XecA

= /(/ ue“ydy> e Mgy (r)da
A T

= )\/e_(H“)xlw(x)d:v.
A

A
D’autre part, P(Z € A)P(1—x = 1) =P(Z € A)P(X <Y) = [, (A p)e ’\+“)21R+(z)dz)\ o
1
Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) avec p €]0, 1]
et £(A) avec A > 0. On note Z = min(X,Y).
4. X est une variable a valeurs dans N* et pour x > 1, on a :
[]
P(X <z)=P(X <[z]) =) p(l—p'=1-(1-pW.
k=1
Pour Y on a pour tout y : P(Y <y) = (1 — e V)1g, (y).
5.
i -
PX<Y)=Y P(X <Y,X = k) P(Y > k)P (1—p)le M =
N LR =

k=1

6. Pour k € N*, P(Z = k) = P(X =k, Y > k) car Y est a densité donc P(Z = k) =
p(1—p) e,

7. Pour / € N, a et b deux réels tels que f <a<b<{+1,ona:
Pla<Z<b)=Pla<Y <bX>l+1)=Pla<Y <bhPX >(+1)=Pla<Y <
D)(1-P(X < () = (e —e™)(1-p)-.

Exercice 2 i
1. Onpose U = 3.7 Xi. du(t) = E[e™] = Ele™ () Ivi)] = 3o E[e" > Y]P(N =
k) on trouve alors facilement que ¢y (t) = ¢x, (t) (pdx,(t) +1—p)".

2. Onpose V = (vazl X@-) Ly>1. Gy (s) = E[s"] = E[s" 322 Iv=i)] = 2550 Els" Inv—i] =

- A
P(N =0)+> ", E[sZi=1 Xi1 ] = e”\—l-zzozl(l—p—i-sp)ke*AF = (=Y On reconnait

la loi de Poisson de parameétre Ap.



Exercice 3
1. E[X2eX] = 2¢!/2. On a des variables aléatoires indépendantes de méme loi intégrables

donc d’aprés la loi forte des grands nombres on a la convergence ps vers 2e!/2.

2. E[lyiz<1] = 1/2. On a des variables aléatoires indépendantes de méme loi intégrables
donc d’aprés la loi forte des grands nombres on a la convergence ps vers 1/2.

3. Notons M,, = max(Y7,...,Y,). On a pour x < 0 P(M,, < z) = 0 et pour z > 1
P(M, <z)=1.Pour z € [0,1], on a P(M,, < z) =P(Y) <z)" =2"

P(|M,, — 1] > €) = (1 — €)"1p<e<1- Donc cette probabilité tend vers 0 pour tout ¢ > 0.
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Exercice 1

Montrer que, dans une suite de lancers indépendants de piéces de monnaie identiques, la
séquence PFPFF (Pile, Face) apparait une infinité de fois. Préciser ce résultat a Paide de
la loi forte des grands nombres.

Exercice 2

Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi. On note X =
X1. On suppose E[X] = 0 et E[X*] < oo. Le but de I'exercice est de démontrer la loi forte
des grands nombres pour la suite (X,,),. On note, pour tout n, S, = X; + -+ + X,,.

1. Montrer que, pour tout n, E[S%] = nE[X*] + 3n(n — 1)E[X?]?.

2. En déduire que, pour tout € > 0, > P(]S,| > ne) converge.

3. Conclure.

Exercice 3 Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi E(A).
1. Montrer la convergence en probabilité suivante :

1 » 1

— max X, — —.
Inn 1<k<n noo\
2. Démontrer que la suite de terme général max;<y<, Xp — an converge en loi vers une

limite & déterminer.

Exercice 4

1. Montrer que si (X,,), converge en loi vers une variable aléatoire constante ¢, alors la
convergence a lieu en probabilité.

2. Donner un exemple de suite (X,,),>0 qui converge en loi mais pas en probabilité (et
donc pas presque strement). Indication : utiliser par exemple X de loi N(0,1) et —X,
qui a méme loi.

Exercice 5 Soient Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi exponentielle

_ X, +---+ X, -
de paramétre A > 0. On pose X,, = 1 et Z, =1/X,.
n

1. Montrer que Z, converge presque siirement vers A quand n tend vers oc.

2. En supposant n suffisamment grand pour que cela se justifie, par quelle loi gaussienne
peut-on approcher la loi de X, ?

3. Soit N une variable aléatoire de loi N (0, 1), montrer qu’il existe un unique ¢ € R™ tel
que P(|N| < ¢) =0,95.

4. En déduire un intervalle de la forme I = [1/\ — 3,1/X + (], avec ( a déterminer, tel
que P(X,, € I) = 0,95.

5. En déduire ensuite un intervalle de la forme J = [y A, ap )], avec aq, ay & déterminer,
tel que P(Z, € J) =0,95.

6. Application numérique : calculer J, en fonction de A inconnu, pour n = 10000 et
¢ =1,96.
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Exercice 1 (X,,),>¢ suite i.i.d. de loi P(X,, = F) =1/2 =1 —P(X,, = P). On applique
Borel-Cantelli aux événements indépendants

A57L = {(X5TL7X5n+17X5n+27X5n+37X5TL+4) = (Pa F7 P7 F, F)}

qui ont tous méme proba de sorte que la série ) | P(As,) diverge grossiérement. La loi des
grands nombres donne quant a elle la fréquence asymptotique d’apparition de la séquence :
presque-sirement,

1 1 1
{1 <k <nl(Xp, Xipr, X, Xy, Xowa) = (P FPE )} =~ 3 0 Lageob— 30 ug,, -

1<5k<n 1<5k+4<n

(on découpe I'ensemble selon le résidu de & modulo 5 de fagon a avoir des v.a. indépen-
dantes).

Exercice 2

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi. On note X =
X. On suppose E[X] = 0 et E[X*] < co. Le but de I'exercice est de démontrer la loi forte
des grands nombres pour la suite (X,,),.

1. Montrer que, pour tout n, E[S!] = nE[X*] + 3n(n — 1)E[X?]%. (développer...)

2. Pour tout € > 0,

E[S{ _ 3E[X??

_ 4 4 _4
B(|S,| > ne) = B(IS,|' > niet) < =28~y =

3. Pour tout p € N*, en prenant ¢ = 1/p, par Borel-Cantelli, il existe p.s. ng tel que,

S . . , L .
pour n > ng, % < ]lj. Comme une intersection dénombrable d’événements presque sirs

1

est presque stre, on a : p.s., pour tout p € N*, il existe ng tel que, pour n > ny, E—"' <

c’est & dire que la suite (S,,/n), converge vers 0.

Exercice 3 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi £(\).
1. Soit € > 0. On a :

1 1 1 )
P, max Xy —+>¢) = P(Xp> (] +e)lnn)
= exp(—n(l 4 Xe)lnn) —, 0
et,sie <1/A:
IP( 1 X 1 < —¢) (1 (—(1 = Xe)lnn))" (nIn(1 ) 0
- R o B ) -
T S Y 3 exp g)lnn exp(nIn = 0.

et cette proba est nulle si ¢ > 1/\.
2. Pour t <0, P(Z, <t)=0et on a, pour tout t > 0 :

1
P(Z, <t) = P(X,— % <ty
—At
= (1 — e—)" —n efe_M

n



_e— At
(& 1[0,4_00[@).

Donc Z,, converge en loi vers la loi ayant pour fonction de repartltlon F(t) =
110, 10o[(t). Il s’agit d’une

En dérivant, on voir que c’est aussi la loi de densité \e Me™¢"

loi de Gumbel.

Exercice 4
1. Si (X,), converge en loi vers la variable aléatoire constante ¢, alors : pour tout & > 0,

P(|X,—c|>e)=1-Plc—e< X, <c+¢e)—,0

par convergence des fonctions de répartition aux points de continuité de la limite (ici,
partout sauf en c).

2. X de loi N(0,1). Alors —X a méme loi, donc la suite X,, = (—1)"X converge en loi
vers X ; or X,, — X = 0 sin est pair et —2X si n est impair donc la suite P(|.X,, — X| > 1)
ne converge pas vers 0.

Exercice 5

1. Par la loi des grands nombres (X integrable) on a X, —? E[X;] = 1/A. Donc
L —P5 .

2. Parle T.C.L. si S,, = nX, alors

\/ﬁ ~ N(0,0(X1))

donc X ~ N(1/),

(1% ).

3. La fonction x + [* e~*"/2dt/\/2 est continue, croissante de 0 4 1 donc le théoréme des
valeurs intermédiaires (si I intervalle de R et f définie sur I & valeurs réelles et continue

alors f(I) est un intervalle.)

4. \/nA\(X —1/X) ~ N(0,1) donc
P(VaAX — 1/)| < ¢) = 0.95

c’est a dire P(|X — 1/A| < ¢/(v/nA)) = 0.95 donc = ¢/(\/nA).
5. P(1/A+ ¢/(v/nA) < X <1/X+ ¢/(/n))) = 0.95 est equivalent a

PA(L/(1+ ¢/vn)) < Z, < M1/(1 = ¢/v/n))) = 0.95

donc on pose
a1 = M1/(1+ /i) et as=N1/(1 - ¢/V)).
6. ¢/\/n =0.0196 donc a; = 0.98 et s = 1.02 d’ou J = [0.98), 1.02].



