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SLO1MA12 — Introduction au raisonnement mathématique 2 — Analyse

Ce cours a un double objectif. Il s’agit d’une part d’une introduction au calcul différentiel ( calculus
en anglais) et d’autre part d’une initiation au raisonnement mathématique. Les étudiants suivent
en parallele un cours d’algebre linéaire, avec le méme double objectif.

Chapitre 1. Fonctions classiques

Ce chapitre est une mise en jambe sur la théorie des fonctions d’une variable réelle. Il s’agit de
rappels pour une partie des étudiants et d’une mise a niveau pour d’autres, voire de matériel en
partie nouveau. Apres des généralités, on passe en revue un certain nombre de fonctions dites
classiques (1) :

— valeur absolue,

— polynomes,

— fractions rationnelles,

logarithme,

exponentielle,

fonctions trigonométriques,

— fonctions trigonométriques réciproques,

afin que les étudiants disposent d’un stock d’exemples. Dans ce chapitre, on s’autorisera a utiliser
expérimentalement des notions et techniques (en particulier les limites et dérivées), qui seront
reprises et développées rigoureusement dans les chapitres suivants.

§ 1. Notations et généralités

Rappelons que

e N désigne 'ensemble {0,1,2,3,...} des entiers naturels,

e 7 l'ensemble {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} des entiers relatifs,

e (Q I'ensemble des nombres rationnels x = g, avec peZ et geN*,

e R I'ensemble de tous les nombres réels.

On a les inclusions NC Z C Q C R. Lorsqu’on se restreint aux nombres x > 0, respectivement
x#0, on ajoute un indice supérieur +, respectivement *. Par exemple Q™*= {z = ElpgeN}.

Graphe, domaine de définition, image

Les fonctions f que nous considérons sont a valeurs réelles et définies a priori sur R, ce qu’on
note

f:R—R
x—y=f(z)
Le graphe (ou courbe représentative) d’une telle fonction est ’ensemble des points (z,y) du plan
R? tels que y = f(z). On le note G(f) ou Gy.

Notons qu’a chaque point z correspond une unique valeur y = f(z), tandis que certaines valeurs y
peuvent étre prises en plusieurs points = (défaut d’injectivité ) ou peuvent ne ne pas étre atteintes
(défaut de surjectivité ).

'La fonction partie entiére sera introduite au chapitre 4. Les fonctions hyperboliques et leurs réciproques
seront étudiées dans le chapitre 5.



/

Exemple : Une fonction affine est une fonction de la forme f(x) = ax +0b, ou a et b sont des
parametres réels. Son graphe est une droite de pente a, passant par le point (0, b).

Exemple : La fonction valeur absolue est définie par

r sixz>0,
|z| = .
—x si x<0.

Propriétés de la valeur absolue :

o |z] >0,
o [—z| =[]
o [zy|=|z|ly|
. ‘z}:m
Y lyl
o x| =yl < vyl < |z + |y



Certaines fonctions ne sont pas définies sur R tout entier. Le domaine de définition d’un telle
fonction f est I’ensemble des points € R ou I'expression f(z) a un sens. On le note D(f) ou
Dy.

Exemples :
e Le domaine de définition de la fonction z — % est R*.
e Le domaine de définition de la fonction z — /z est RT.

L’image d’une fonction f est ’ensemble des valeurs y = f(x) prises par f sur son domaine de
définition. On la note Z(f) ou Zy.

Exemples :

e L’image d'une fonction constante x — ¢ est {c}.

e [’image de la fonction z —— x est R. C’est le cas plus généralement des puissances impaires
de x.

e L’image de la fonction z +—— 22 est RT. Cest le cas plus généralement des puissances paires
de z.

e L’image de la fonction = — |z| est RT.

e [’image de la fonction x — % est R*.

e L’image de la fonction z — /x est R*.

Symétries : parité, imparité, périodicité

Une fonction f est dite paire, respectivement impaire si les conditions suivantes sont vérifiées :
o x€D(f) si et seulement si —z€D(f),
e dans ce cas, f(—x)=f(x), respectivement f(—z)=—f(z).

En d’autres termes,
e une fonction est paire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'axe des
ordonnées ,

—r 0 x

e une fonction est impaire si et seulement si son graphe est symétrique par rapport a l'origine.




Exemples :

Les fonctions constantes sont paires.

La fonction x —— x est impaire. C’est le cas plus généralement des puissances impaires de x.
La fonction x —— 22 est paire. C'est le cas plus généralement des puissances paires de x.

La fonction x — |x| est paire.

La fonction z —— 1 est impaire.

xT

Proposition. Toute fonction f: R — R est la somme d’une fonction paire et d’'une fonction
impaire, et cette décomposition est unique.

Démonstration.
e Unicité : Supposons que f est la somme d’une fonction paire g et d’une fonction impaire h :
f(x) = g(x) + h(z). (1)
En remplagant x par —z, (?7) devient
f(=z) = g(z) — h(z) . (2)

En faisant la somme et la différence de (?77) et (?7), on obtient d'une part f(z)+ f(—xz) = 2g(z),
c’est—a—dire

g(z) = f(z) +2f(—w) (3)
et d’autre part f(x) — f(—z) = 2h(z), c’est—a—dire
h(z) = f(=) —2f(—x) ' (4)

Ceci démontre 1'unicité de la décomposition (77?).

e FEristence : Etant donné une fonction f, on définit g et h par (??7) et (?7), et on vérifie que
_ fem ki) _ [ _ gy

o h est impaire : h(—x) = w = — w = —h(x),

o g+h=f: glx)+h)= f(l‘)+2f(—x) + f@ —2f(—~’0) = f(x).

o g est paire : g(—x)

O
Soit T'> 0. Une fonction f est dite de période T (ou T—périodique) si les conditions suivantes
sont vérifiées :
o x€D(f) si et seulement si z+T €D(f),
e dans ce cas, f(x+T)=f(z).

En d’autres termes, f est T—périodique si son graphe est invariant par la translation horizontale
de pas T

o

On appelle la période d'une fonction périodique sa plus petite période, lorsqu’elle existe.



Remarques :

e Une fonction périodique admet une infinité de périodes. En effet, si T" est une période, alors
ses multiples 27", 3T, 4T, ... sont également des périodes.

e Certaines fonctions périodiques ne possedent pas de plus petite période. C’est le cas par
exemple des fonctions constantes.

e On peut montrer qu'une fonction périodique, non constante et continue, admet une plus petite
période.

Exemples (voir plus loin) :
e Les fonction x —— cosz et x —— sinx sont périodiques de période 27.
e La fonction z —— tanx est périodique de période 7.

Composition, réciproque (& traiter au fur et & mesure des besoins)

Soient f et g deux fonctions réelles d’une variable réelle. Leur composée fo g est la fonction

(fog)(x) = flg(x)).

Son domaine de définition D(fo g) est constitué des points = € D(g) tels que g(z) € D(f). En
particulier, D(fog) =D(g) si Z(g9)CD(f).

Attention :
e Ne pas confondre la composition (fog)(z)=f(g(x)) avec le produit (fg)(z)=f(x)g(x).
e En général, fog# gof.

Soit f une fonction définie dans une partie I de R et a valeurs dans une partie J de R. Rappelons
que f est dite
e injective si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :
o deux point distincts 1 # x5 quelconques dans I ont des images distinctes f(x1)# f(z2),
o si deux points z1,x2 € [ ont la méme image f(x1)=f(z2), alors z1=1x9;
e surjective si J=f(I) i.e. toute valeur y € J est atteinte par f en un point x €I au moins;
e bijective si elle vérifie les conditions équivalentes suivantes :
o f est a la fois injective et surjective,
o les points z €1 et les valeurs y € J se correspondent deux a deux par f.

Exemples :

e Une fonction strictement monotone (voir plus loin) est bijective de son domaine de définition
D(f) sur son image Z(f). Par exemple,
o une fonction affine x —— ax+b, avec a#0, est bijective de R dans R,
o les puissances impaires de x sont bijectives de R dans R.

e La fonction z — % est bijective de R* dans R*.

e La fonctions x —— |z| n’est ni injective, ni surjective de R dans R. Par contre elle est bijective
de RT dans R™. Il en va de méme pour les puissances paires de .

Si f: 1 —J est bijective, alors on peut considérer la fonction réciproqgue f~': J — 1 qui, a
tout y= f(x), associe sa préimage v=f"1(y).

Attention : Ne pas confondre la réciproque f~! avec I'inverse %

Les graphes de f et de f~! sont alors symétriques par rapport a la bissectrice y=x.



Limites

La notion de limite sera étudiée aux chapitres 3 et 4. On se limitera pour le moment a des
manipulations en faisant appel aux opérations rassemblées en annexe.

Dérivées
La notion de dérivée sera étudiée au chapitre 4. On se limitera pour le moment a des mani-
pulations en faisant appel aux formules de dérivation et aux dérivées classiques rassemblées en

annexes. On utilisera également l'interprétation géométrique de la dérivée comme pente de la
tangente au graphe.

pente = f'(a)

Calculons I'équation de la droite tangente au graphe de f au point (a, f(a)) :
Ona f(a) = He dot y = f(a) + f(a) (v—a).
Un point d’inflexion est un point ou le graphe traverse sa tangente.

.
/-




Monotonie

Une fonction f est dite croissante, respectivement décroissante sur I C D(f) si, pour tout
x1, T € I, inégalité z; < 5 implique U'inégalité f(zq) < f(z2), respectivement f(x1) > f(x2).
Elle est dite strictement croissante, respectivement strictement décroissante sur I si, pour tout
x1, 29 €I, I'inégalité z1 < xo implique l'inégalité f(z1) < f(xa), respectivement f(z1)> f(xa).

Proposition. Soit f: I — R une fonction dérivable sur un intervalle I.

e [ est croissante, respectivement décroissante si et seulement si f'> 0, respectivement f'<0.

e Si f'> 0, respectivement f'< 0, alors f est strictement croissante, respectivement strictement
décroissante.

Démonstration. Voir chapitre 4.

Premier plan d’étude d’une fonction (voir TD et chapitre 5)

Domaine de définition

Symétries, réduction éventuelle du domaine d’étude

Dérivée

Tableau de variation

Limites aux bornes du domaine de définition, asymptotes verticales et horizontales
Dessin du graphe, points remarquables

§ 2. Fonctions polynomiales

Les monomes sont les fonctions f(z) = 2" avec n € N. Leur dérivée est f'(z) = nz"! et leur
graphe sera tracé en TD. Comportement a I'infini :

lim z" =

et lim 2" = < 400 sin est pair >0
r—+00

. 1 si n=0
1 si n=0
+oo si n>0 T——00

—o0  si n est impair

05 1 15 2 2,

05T

Figure. Les premiers monomes  +— 1, x +— x, . — 2%, x +— 22 et o +— 1°



Les polynomes sont les combinaisons linéaires de monomes :
p(z) =ag+ a1z + a2’ + ...+ ap_1 2" Faa™  avec ag,ar,ag, ..., Gp_y, 0y €R.
Le degré de p est la puissance j la plus élevée avec un coefficient a; non nul. Sa dérivée est
p(z)=a;+2ax+ ... + (n—1)ap_12" 2 +na,z"*.

Son comportement a l'infini est déterminé par le terme non nul de plus haut degré. Plus préci-
sément, si a, #0, on voit que

plx) =apa™ (142214 2 a4 al)

an x™2 an 1 an T

a le méme comportement a l'infini que a,z", car la parenthese tend vers 1.

05 1 15 2 2,

Figure. Graphe de z — 27 — 22% 4 222

Les racines (ou zéros) d’'un polynéme p sont les réels a tels que p(a) = 0. Enongons quelques
résultats d’algebre :
Théoreme :
e a est une racine de p si et seulement s'il existe un polynome ¢ tel que p(z) = (z—a)q(x) (i.e.
p est divisible par z—a).
e Un polynome de degré n admet au plus n racines.
e Tout polynome est le produit de
o une constante,
o des polynomes x —a; de degré 1,
o des polynomes x?+ bz + ¢, de degré 2, irréductibles (i.e. Ap=bi—4c¢,<0).

§ 3. Fonctions rationnelles
Ce sont les fonctions de la forme
f(z) = % ol p et ¢ sont des polynomes.

Leur domaine de définition est R~ A, ou A est ’ensemble des racines de ¢. Leur dérivée est

o) — P@)a@) —p(z) ¢ (x)
f'la) = q(z)? '



Leur comportement a l'infini est déterminé par les termes dominants de p et de ¢. Plus précisé-
ment, si

m

p(x) =ap+ a1z 4+ ax® + ... + a1 2™ 4 apa™  avec a, #0

et
q(z) =bo+brx +box® + ... +bp_12" P+ ba™  avec b, #0,

alors

m AGm—1 1 as 1 aj 1 ap _1
am T 1+ am = +.ot am zm—2 + am zm—1 + am ™

fz) =

[ b b b,
n n—11 b _1 1 50 1
bn @ 1+ b T +“‘+bn n—2 +bn Zn—1 +bn zn

m

A N . . a _ IR .
a le méme comportement a I'infini que —— ™", car la derniere fraction tend vers 1.

bn

Bl
LA

A
|

1 = T

Figure. Graphe de r — —*=

§ 4. La fonction logarithme

Définition. Une primitive d’une fonction f est une fonction F telle que F'=f.

Théoreme. Sur un intervalle,
(a) deux primitives different par une constante,
(b) toute fonction continue possede une primitive.

Démonstration. Le point (a) est une conséquence du résultat suivant, qui sera démontré au cha-
pitre 4 : Sur un intervalle, une fonction est constante si et seulement si sa dérivée est nulle.
Le point (b) sera démontré dans un semestre ultérieur, en faisant appel a la théorie de I'intégra-

tion.
O
Définition. La fonction logarithme, notée x —— Inx, est la primitive de la fonction =z —— %

sur l'intervalle RT™ =10, +o00[, qui vaut 0 en x=1.
Voici deux propriétés de base du logarithme. D’autres sont rassemblées en annexe.

Proposition.
(a) Pour tout z,y€ R™ on a In(zy)=Inz+Iny.
(b) Inl =—Inz

Démonstration. (a) Fixons y € R et considérons la fonction f(z)=In(zy). Elle est définie
sur R™ et elle est dérivable. En utilisant la formule de dérivation d’une fonction composée, on



obtient f/(z)= Lty = % C’est donc une primitive de z — 1, qui differe de In par une constante

ceR: " :
VzeR™, f(z)=Inzx+c.

En prenant x=0, on obtient ¢ =1Iny. D’ou la conclusion.
(b) En posant y =1 dans (a), on obtient Inz+In2=1In1=0. D’ou la conclusion.

Corollaire. Pour tout x € R™ et pour tout n€Z, on a Inz" =nlnzx.

Démonstration.

e Le cas n=0 résulte de la convention 2°=1 et de la définition In1= 0.

e Si n>0, on procede par récurrence.

o Initialisation pour n=1: lnaz'=Ilnz=1xInz.

o Hérédité : Supposons que In(z")=nlnz et montrons que In(z"™)=(n+1) Inx. En utilisant
la partie (a) de la proposition et ’hypothese de récurrence, on a en effet

In(z"™)=In(z") +Inz=n(lnz) +Inz=(n+1) Inz.
e Si n<0, on combine le cas précédent pour m=—n>0 avec la partie (b) de la proposition :

In(z")=In(2)")=mnl=nlnz.

Passons aux propriétés de base de la fonction logarithme.

Proposition.

(a) La fonction In est continue.

(b) La fonction In est strictement croissante.
(c) limpolne =—oco et lim, ;o Inz =400,
(d) La fonction In est bijective de R™* sur R.

3

Figure. Graphe de la fonction In

Démonstration. (a) La continuité résulte de la dérivabilité.
(b) La fonction In est strictement croissante car sa dérivée (In)(z)=21 est strictement positive.

10



(¢c) On a In2>In1=0. D’apres le corollaire, In(2")=nln2 —+oo0 et In(27")=—-nln2 — —c0.
(d) L’injectivité résulte de la croissance stricte. La surjectivité résulte du théoreme des valeurs
intermédiaire, qu'on démontrera au chapitre 4.

O
8§ 5. La fonction exponentielle

Rappelons que la fonction In est bijective de R™ sur R.

Définition. La fonction exponentielle exp: R — R™* est la fonction réciproque de In :

VzeR™, VyeR, Inz =y < expy==2x.

=5

Figure. Graphe de la fonction exp comme réciproque de la fonction In

Les propriétés suivantes de la fonction exponentielle résultent de la définition de la fonction
exponentielle et des propriétés de la fonction logarithme.

Proposition.
(a) Pour tout x€R, on a In(expx) = x.

b) Pour tout z€R™*, on a exp(lnzx) ==.

c) expO0=1.

d) Pour tout z,y€R, on a exp(z+y)=(expz)(expy).
e) Pour tout z€R, on a exp(—z)=

(
(
(
( ) expx

(f) La fonction exp est continue et dérivable, avec (exp)(x) = exp x.

(g) La fonction exp est strictement croissante.

(h) lim, . _expz =0 et lim, , expzr = +o0.

(i) La fonction exp est bijective de R sur R**.

Nous verrons plus loin (chapitre 4) qu’a l'infini, la fonction exponentielle croit plus vite que
n’importe quel polynome.

exp T
xn

Proposition. Pour tout n€N, on a | lim, . = +00

11



Voici des variantes de la limite précédente.

Corollaire.

a) Pour tout n€N, on a lim,_,_, 2" expxz =0.
(a)

(b) Pour tout n€N, on a lim,_ 4. 22° =0.

(c) Pour tout neN, on a lim,\ o z(Inz)" =0.

Définition. Les puissances de degré a€R sont définies par
r*=exp(alnz) VzeR™.

Proposition.

(a) Pour tout z € R** et pour tout «€R, ona Inz®*=alnz.
(b) Pour tout x,y €R™ et pour tout « €R, on a (xy)* = x*y°.
(c) Pour tout z €R** et pour tout o, BER, on a (2%)°? = 2,

Notations. On pose e = exp 1 = 2,71828182845904523536 ... = 2,72 . La définition précédente
justifie qu’on écrive dorénavant e” au lieu de exp x.

§ 6. Les fonctions circulaires

Rappelons la définition géométrique de
e la mesure r €R des angles en radians,

e le cosinus cosxe[—1,+1],
e le sinus e[-1,+1],

e la tangente =T R,

" cosz

Rappelons que I'aire d’un secteur circulaire d’angle 0 < x < 27 et de rayon r > 0 est égale a

%:)57'2. En particulier, I’aire d'un disque de >0 est égale a mr2.

1011g11(?111' =X

Figure. Cercle trigonométrique

Rappelons l'identité de Pythagore | cos?z +sin?z =1 |. D’autres formules trigonométriques

sont rassemblées en annexe.

Passons a I’étude des fonctions x —— cosx, x —— sinx et x — tanz.

12



Proposition.

(a) Les fonctions cos et sin ont pour domaine de définition R. La fonction tan a pour domaine

de définition R\{...,—%’T,—g,g,?’{, b

(b) Les fonctions cos et sin sont périodiques de période 2m. La fonction tan est périodique de
période .

(c) La fonction cos est paire. Les fonctions sin et tan sont impaires.

(d) On a les formules de dérivation suivantes :

(cos)(x) = —sinz, (sin)'(z) =cosz, (tan)(z) =1+ tan’z = -

Figure. Graphe de la fonction sin

Figure. Graphe de la fonction cos

Figure. Graphe de la fonction tan

Les formules de dérivation reposent sur la limite suivante.

sinx -1
T

Lemme. | lim,_,g

13



, . T i >
Démonstration. Par symétrie, il suffit de montrer que % — 1 lorsque = = 0. En comparant
les aires suivantes

sin &

CoS T
on obtient
cosx sinx T tan x
2 <555
d’ou
cost < sinx < 1 )
- — COSXT
. > i
En faisant tendre x-=0, on conclut que == =1
]
. . -1
Corollaire. lim,_ o “=5— = —% )
#

Démonstration. Cette limite se déduit de la précédente au moyen de l'identité trigonométrique

1—cosx = 231n2§.

OJ
8 7. Les fonctions circulaires réciproques

Les fonctions cos, sin et tan ne sont pas bijectives de leur domaine de définition sur leur image.
Nous allons nous restreindre a des intervalles, ou elles sont strictement monotones, afin de définir
des fonctions réciproques.

Lemme. La fonction sin est bijective de I'intervalle [~7, 7] sur I'intervalle [—1, 1].

Démonstration. L’injectivité résulte de la croissance stricte et la surjectivité du théoreme des
valeurs intermédiaires (chapitre 4). A ce stade, on constate la bijectivité a partir du graphe.

Définition. On note

[E—

Arcsin: [-1,1] — [=3,§

la fonction réciproque. En d’autres termes, pour tout x€[—7, 7] et pour tout y€[—1,1], on a

‘ sinx =y <= Arcsiny ==z ‘

Proposition.

(a) Pour tout z€[—7F, 3], on a Arcsin(sinz)=x.

(b) Pour tout y€[—1,1], on a sin(Arcsiny)=y.

(c) La fonction Arccos est impaire.

(d) La fonction Arcsin est continue sur [—1,1] et dérivable sur | — 1, 1], avec

Y] . 1
(Arcsin)'(y) = T
(e) La fonction Arcsin est strictement croissante.

(f) La fonction Arcsin est bijective de [-1,1] sur [-F, 7].

14



Figure. Graphe de la fonction Arcsin

De méme, la fonction cos est bijective de [0, 7] sur [—1, 1] et on note
Arccos: [-1,1] — [0, 7]

la fonction réciproque. En d’autres termes, pour tout x €[0, 7] et pour tout y€[—1,1], on a

cosx =y <= Arccosy ==z ‘

N

Figure. Graphe de la fonction Arccos

Proposition.

(a) Pour tout x€[0, 7], on a Arccos(cosz)=x.

(b) Pour tout ye€[—1,1], on a cos(Arccosy)=y.

(c) La fonction Arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | —1,1[, avec

(Arccos) (y) = — .

1—y2
(d) La fonction Arccos est strictement décroissante.
(e) La fonction Arccos est bijective de [—1,1] sur [0, 7].

Exercice (TD). Pour tout z€[—1,1], on a Arcsinx + Arccosz = 3.

15



T

Pour terminer, la fonction tan est bijective de |—7, 5[ sur R et on note

Arctan: R — ]2, 7|

la fonction réciproque. En d’autres termes, pour tout z €]—75, 7| et pour tout y€R, on a

‘ tanz =y <= Arctany ==

I e .

|

|

|

l l
/
|

| |
i
I I
!
|
l

l
I
l
|
l

Figure. Graphe de la fonction Arctan

Proposition.

(a) Pour tout z€]—7%, 5[, on a Arctan(tanz)=x.
(b) Pour tout y€R, on a tan(Arctany)=1y.

(c) La fonction Arctan est impaire.

(d) La fonction Arctan est continue et dérivable, avec (Arctan)'(y) = 5 +1 L
(

(

(

si x>0,

Exercice (TD). Arctanz 4+ Arctant = { 2 .
* —5 stz <0.

16
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SLO1MA12 — Introduction au raisonnement mathématique 2 — Analyse
Chapitre 2. Ordre sur R
§ 1. Introduction

Commengons par le paradoxe de Zénon d’Elée (philosophe grec, Véme siécle av. J.—C.). Achille
poursuit une tortue. Pour simplifier supposons que

e Achille et la tortue suivent un mouvement rectiligne uniforme,

e Achille coure 100 fois plus vite que la tortue,

e au départ, la tortue ait 1000 métres d’avance sur Achille.

% @

1000 m 10 m

e Pendant qu’Achille parcourt les 1000 métres le séparant de la tortue, la tortue parcourt 10
meétres,

e pendant qu’Achille parcourt les 10 métres restants, la tortue parcourt 0,1 métres,

e pendant qu’Achille parcourt les 0,1 métres restants, la tortue parcourt 0,001 métres,

e ctc ...

Avec ce raisonnement, il semble qu’Achille ne rattrape jamais la tortue, contrairement & la réalité.

La notion de limite, formalisée aux XVIIIéme et XIXeéme siécles, a permis de lever ce type de

paradoxe. Un nombre fini d’étapes ne permet pas a Achille de rattraper la tortue. Il faut passer

a 'infini pour obtenir le point de dépassement, qu’on calculera au chapitre 3 :

400 1 100 000
10°+ 104+ 107"+ 107+ ... = 10° 107*" = 10° = :
HHHI0 0 2 1102 99
La notion de limite est basée sur les propriétés de R qui font I'objet de ce chapitre. Il s’agit d’une
étape difficile mais indispensable pour définir et manipuler rigoureusement les limites. N’oublions
pas qu’il a fallu une vingtaine de siécles pour élaborer les concepts nécessaires.

§ 2. Relation d’ordre sur R

Il existe un ordre sur l'ensemble R des nombres réels, qu’on note = <y ou y>x et qui vérifie
les propriétés suivantes :

(1) Réflexivité : pour tout xR, on a x <.

(ii) Antisymétrie : pour tout x,y €R, les conditions z <y et x>y équivalent & z=y.

(iii) Transitivité : pour tout z,y, z€R, les conditions z <y et y <z impliquent x<z.

(iv) Totalité : pour tout z,y€R, on a <y ou z>y.

(v) Compatibilité avec ’addition : pour tout z,y, z€R, la condition = <y équivaut a x+z <y+=z.

(vi) Compatibilité avec la multiplication : pour tout z,y €R et pour tout z€R** la condition
r<y équivaut a rz<yz.



Remarques :

e La notation x <y signifie que x <y et r#y. De méme z >y signifie que x>y et r#y.

e Une relation d’ordre peut étre définie sur un ensemble quelconque par les conditions (i), (ii),
(iii). L’ordre est total s’il vérifie (iv).

e Par exemple, l'inclusion définit un ordre non total sur I’ensemble P(X) des parties d'un
ensemble X. Plus précisément, si A et B sont deux parties d’un ensemble X, on pose

A<B <+« ACB.

On obtient ainsi une relation d’ordre sur P(X), qui est non totale dés que X posséde au moins
deux élements. Les amateurs d’abstraction peuvent étudier, a titre d’exercice, la compatibilité
de cet ordre avec la réunion et avec l'intersection.

e On peut montrer qu’il n’existe aucun ordre total sur C qui soit compatible avec 1’addition et
avec la multiplication. On considére donc rarement une relation d’ordre sur C.

Proposition 1 (quelques propriétés de base).

(a) Pour tout x,y€R, on a x <y si et seulement si —z>—y.

(b) Pour tout z,y €R*, on a x<y si et seulement si z7!>y~1.

(c¢) Pour tout z,y,z,y’€R, les conditions =<y et x’<y’ impliquent z+2'<y+vy'.
(d) Pour tout z,y, 2, y'€R™, les conditions <y et 2’ <y impliquent xz'<yy'.

Démonstration.
(a) L’équivalence entre les inégalités = <y et —x >—y s’obtient par addition ou soustration de
T+y.

e méme, I'équivalence entre les inégalités x <y et x7 >y~ s’obtient par multiplication ou
b) De méme, 1’équival tre les inégalités x <y et 2~!>y~! s'obtient Itiplicati
division par xy.
(c)Ona z+a'<y+a'<y+y.

e méme, zz' <yr' <yy'.
(d) De méme, rz’'<yz'<yy O

Attention : Les conditions 0 <z <y et 0<2’<y n’impliquent pas z* < y¥ . Il suffit de prendre

par exemple xr =y = %, =1, y=2.

Proposition 2 (inégalité triangulaire). Pour tout z,y€ R, on a

|z = yl| < |z ty| < |z +]y|

Démonstration. D’'une part, z+y <|z|+]|y|. D’autre part, —z—y <|z|+|y|. On en déduit que
|z +y| < |z + 1yl
En utilisant cette inégalité, on obtient
[ = [z+y+ (=) <lvt+yl+ |-yl =z +y|+yl,

d’ou |z|—|y| <|x+y]|. En échangeant = et y, on obtient de méme |y|—|z| <|z+y|. On en déduit
que
[ = yl] <z +yl.

En résumé, on a démontré que

] = lyl| <z +y] < 2] +yl.
En remplacant y par —y, on obtient

|| = lyl| < |z =yl < |z +]yl.

Ceci conclut la démonstration de la proposition 2. O



§ 3. Majorant et minorant, maximum et minimum,
borne supérieure et borne inférieure

Définition. Un nombre x €R est un majorant d'une partie ACR si,

(1) VaecA, a<w.

Une partie A de R est majorée si elle posséde un majorant, c¢’est—a—dire
dreR,VaeA, a<lzx.

Remarques.

e De méme, z€R est un minorant de ACR si, pour tout a€ A, on a a>x. Une partie ACR
est minorée si elle posséde un minorant.

e [’ensemble des majorants d’'une partie A de R est soit vide, soit infini. En effet, si A est
majorée par x, alors A est majorée par tout y € [x,+o00[. De méme pour l'ensemble des
minorants de A.

Proposition — Définition 3. Les conditions suivantes sont équivalentes, pour une partie ACR :
(a) A est a la fois majorée et minorée,
(b) 3C>0,VacA, |a|<C.

Dans ce cas, on dit que A est bornée.

Démonstration.
(a) = (b) : Si M majore A et m minore A, alors C'=max{|m/|,|M|} fait 'affaire.
(b) = (a) : C majore A et —C minore A. O

Définition. Un nombre MR est un mazimum d’une partie ACR si
(1) Ya€A, a<M (M est un majorant de A),
{ (2) MeA.
Proposition 4 (unicité du maximum). Si une partie A C R posséde un maximum, il est

unique.

Démonstration. Soient M et M’ des maxima de A. D’une part, comme M est un majorant de
A et que M€ A, on a M > M'. D’autre part, comme M’ est un majorant de A et que M€ A,
on a M'>M. En conclusion, M = M’ O

Remarque. De méme, meR est un minimum de ACR si

Va€eA, a>m (m est un minorant de A)
meA

et, dans ce cas, il est unique.

Notation. S’ils existent, le maximum d’une partie A C R est noté max A et son minimum
min A.

Définition. Un nombre S€R est une borne supérieure d'une partie ACR si
(1) VaeA, a<S (S est un majorant de A),
(3) Vx majorant de A, z>S.

Axiome de la borne supérieure :

‘ Dans R, toute partie non vide et majorée posséde une borne supérieure

Remarque. L’axiome de la borne supérieure constitue la différence topologique essentielle entre
R et Q.

Proposition 5 (unicité de la borne supérieure). Dans R, une partie A non vide et majorée
posséde une unique borne supérieure.



Démonstration. Soient S et S’ des bornes supérieures de A. D’une part, comme S’ est un
majorant de A, on a S’ > S. D’autre part, comme S est un majorant de A, on a S>S’. En
conclusion, S=5". O

Remarques : Soit A une partie non vide et majorée dans R.
e La borne supérieure de A est notée sup A.

e C’est le plus petit majorant de A.

e L’ensemble des majorants de A est U'intervalle [sup A,+o0].

Proposition 6. Si ACR posséde un maximum, alors max A = sup A.

Démonstration. Le maximum M de A est caractérisé par les conditions (1) et (2). Montrons
que M satisfait la condition (3). Soit  un majorant de A. Alors x> M car MeA. O

Proposition 7 (deuxiéme caractérisation de la borne supérieure). Soient A une partie
non vide et majorée dans R et S€R. Alors S =sup A si et seulement si

(1) VaeA, a<S (S est un majorant de A),
(4) Va<S, JacA, a>u.

Démonstration. Les conditions suivantes sont clairement équivalentes :
non (3) : 3 x majorant de A, z<S,
non (4) : 3x<S, VacA, a<uz. O

Remarques.

e Au chapitre suivant, nous verrons une troisiéme caractérisation de la borne supérieure au
moyen des suites. En résumé, soit A une partie non vide et majorée dans R. Alors A posséde
une borne supérieure S, qui est unique et qui admet les trois caractérisations suivantes :

1) Va€A, a<S (S est un majorant de A)

3) Vo majorant de A, >S5

)
1) Va€A, a<S (S est un majorant de A)
4) Vax<S, Ja€A, a>z
)
)

1) Vac€A, a<S (S est un majorant de A)

5) S est limite d’une suite dans A

e De méme, tout partie A non vide et minorée dans R posséde une borne inférieure
o qui est unique et qu’on note inf A,
o qui admet trois caractérisations,
o qui coincide avec le minimum de A, lorqu’il existe.

Exemple : intervalle borné

[a,b] | ]a,b[ | |a,b] | [a,b]

max b b
min a a
sup b a b a

inf b a b a




§ 4. Compléments

e R est archimédien, ce qui se traduit par les conditions équivalentes suivantes :
o N n’est pas majoré dans R,
o Vex>0,IneN*, L<e

e Q est dense dans R
c’est—a—dire, entre deux nombres réels distincts, il existe toujours un nombre rationnel.

e Dans R, les ensembles convexes sont les intervalles
o bornés [a,b], |a,b], [a,b], ]a,b],
o non bornés [a,+o0], |a,+o0], |—00,b], | —00,b[, | —00, +00].
Rappelons qu'un ensemble A est conveze si
Vaz,yecA, Vtel0,1], 1—-t)x+tycA.
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Chapitre 3. Suites
§ 1. Généralités, exemples classiques

Définition et notations. Une suite réelle est une fonction

u:N— R
n— u,
On la note (wg, uy, U,y - s Up, - .. )5 (Un)nen, (Un)i2% ou plus simplement (u,,).

Remarque. Certaines suites sont définies a partir d’un rang N. On utilise dans ce cas la notation

(Un)nzn 0w (un), =y

Exemples.
e La suite u,= % est définie pour n>1.
o La suite un:ﬁ est définie pour n>2.

Définitions. Une suite (u,,) est dite

e croissante si, Vn, U, <tUpi,

e strictement croissante si, Vn, u, <Upi1,

e décroissante si, Vn, up, > Upiq,

o strictement décroissante si, Vn, w, > tUpi1,

e monotone si (u,) est croissante ou décroissante,

e strictement monotone si (u,) est strictement croissante ou strictement décroissante,
e majorée si AMeR, Vn, u, <M,
e minorée si AmeR, Vn, u,>m,
e bornée si (u,) est majorée et minorée.

Lemme 1. Une suite (u,,) est bornée si et seulement si
3C>0, Vn, |u,|<C.

Démonstration. Comme pour les parties bornées de R. O
Nous concluons ce paragraphe avec des exemples classiques de suites définies par récurrence.

Exemple 1 : suites arithmétiques
Etant donné a,beR, considérons la suite (u,,) définie par

Ug= b,

VneN, u, 1=u,+a.
Le nombre a est appelé la raison de la suite arithmétique (u,). On a u; = ug+a = b+ a,
Uy =ui1+a=>b+2a, ... et on montre par récurrence que, VneN,

Dans le cas particulier ott a =1 et b= 0, considérons la suite des sommes
Sp,=Upt+u+us+...+u,=0+14+2+ ... +n.
On montre (directement ou par récurrence) que, VneN,




Exemple 2 : suites géométriques

Etant donné a,b€R, considérons la suite (u,,) définie par

Ug= b,

VneN, u,1=au,.
Le nombre a est appelé la raison de la suite géométrique (u,). On a w3 = aug = ab, uy = au; =
a’b, ... et on montre par récurrence que, VneN,

Dans le cas particulier ott b =1, considérons la suite des sommes
Sp=uo+u+us+...+u,=1+a+a’+... +a".
On montre (directement ou par récurrence) que, VneN,

antl_—1 :
o = e stazl
n+l si a=1

Exemple 3 : suites de Fibonacci (Léonard de Pise, mathématicien italien, 11751250 environ)

La premieére suite de Fibonacci est définie par

ug=1ur=1,
VNneEN, Upio = Upi1+ Uy.
On calcule facilement les premiers termes de cette suite :
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, . ..
On montre par récurrence que, VneN,

g e e

Il est remarquable que cette formule donne toujours un nombre entier. La seconde suite de
Fibonacci est définie par

U1 1,
(2) ‘ 1.1
VTLEN, Un+1—1+ﬁ-

On calcule facilement les premiers termes de cette suite :
19 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610 987 1507 2584 4181 6765 10946 17711 28657 46368
)

On montre par récurrence que, Vn e N*,

(3) vy = n_

et on verra au paragraphe 4 que la suite (v,,) converge vers le nombre d’or # ~ 1,62.
§ 2. Limites finies

Définition. Soient (u,),ey une suite réelle et £€R.
On dit que (u,) converge vers ¢ ou que ¢ est limite de (u,,) si

(4) Ve>0, INeN, VneN, n>N = |u,—l|<e¢

On note alors u,, — ¢ ou ¢ = lim wu, et on omet souvent “n— +o00”.
n—-4o0o n—-—+o0o

Remarques.

e On raccourcit souvent la condition (4) comme suit :
Ve>0, AN, Vn>N, |u,—l|<e.
e Dans cette condition, on peut remplacer n>N par n>N, et |u,—{|<e par |u,—{|<e.



Exemples :
e La suite (%)::1 converge vers 0.
Soient £ >0 et N un entier > %, par exemple N:E(%)—l—l. Alors, Vn >N, on a n2N>%,
don [1-0]=1<e.
e La suite ((—1)")::8 ne converge pas.
Montrons que
VIER, >0, VNeN, 3n>N, [(-1)"—{|>¢.
Soient /€R, e=1 et NeN.
o Si £ >0, on considére un entier impair n > N. Alors [(—=1)"—/{|=|—-1—{|=1+(>1.
o Si £ <0, on considére un entier impair n > N. Alors |(=1)"—/{|=|1-¢|=1—-{(>1.

Lemme 2 (unicité de la limite). Toute suite convergente posséde une limite unique.

Démonstration. Supposons que (u,) converge vers ¢ et vers ¢'. Soit £ >0. D’une part,
AN, Vn>N, |u,— ]| <5.
D’autre part,
AN, V>N, |u,— '] <5.
Soit n = max {N, N'}. Alors
[0—=0') = [(0—up)+ (un—0")] < [L—up|+|upn—C'| <5+5=¢.
En résumé, on a montré que
Ve>0, [{-V|<e,
ce qui équivaut a £=/". O

Proposition 3. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Supposons que la suite (u,),en converge vers £. En prenant ¢ =1 dans (4),
on obtient I'existence d’un entier N tel que, pour tout n >N, |u,—{|<1. D’ou
(5) || = [(up—0)+ 0| < |u,—C|+ 0] < 1+ 1].
La suite (u,,) est donc bornée par 1+ |¢| & partir du rang N. Afin de borner toute la suite, on
considére

C = max{ |ugl, |u1], ..., |un_1], 14+]€] }.
D’une part, si n< N, on a évidemment |u, | < C. D’autre part, si n >N, on a |u,| <1+|{| < C,
d’apres (5). O

Remarque. La réciproque est fausse. Par exemple, la suite ((—1)")n€N* est bornée, mais elle
ne converge pas.

Proposition 4 (opérations sur les limites finies).
o Somme :

Si (u,) converge vers ¢ et si (u
o Différence :

Si (u,) converge vers ¢ et si (u!) converge vers ¢, alors (u,—u!,) converge vers ¢ —('.
e Produit :

Si (un) converge vers ¢ et si (u
o Multiplication scalaire :

Si (u,) converge vers ¢ et si c€R, alors (cu,) converge vers c/.
e Quotient :

Si (un) converge vers ¢ et si (u
o Inverse :

1

Si (u,) converge vers £ # 0, alors (--) converge vers .
n

!/

1) converge vers {', alors (u,+ u) converge vers ¢+ ('

!/

') converge vers ¢’ alors (u,u!) converge vers £ {'.

/
n

Un

) converge vers (' 0, alors (%) converge vers %



Démonstration pour la somme :
Soit £ >0. D’une part, comme (u,) converge vers £,
AN, Vn>N, |u,—€|< 5.
D’autre part, comme (u!,) converge vers (',
AN, Vn>N, |u,—l'|<5.
Alors, pour tout n > max {N, N'}, on a
|(untuy,) = (L+L)] = [(un—0)+ (u, = )| < |up—L|+|u,— | < 5+5 =¢. O
Démonstration pour le produit :
D’aprés la proposition 3, les suites (u,) et (u},) sont bornées :
3C>0,Vn, |u,| <C et |ul|<C.
D’une part, comme (u,) converge vers ¢,
AN, Vn>N, |u,— 0| <e.
) converge vers (|
AN, Vn>N, |u, -0 <&
Alors, pour tout n > max {N, N}, on a

€
C+|e|

Soit € >0. Posons ¢'=

/

Y
D’autre part, comme (u!,

|untty =€) | = [ (un— Ot + € (= )| < Jun— €] g |+ €] |u, — ']
<e'C+ e’ =(C+|l)e'=¢.

Démonstration pour l'inverse :
Par hypothese,
(6) Vd>0, 3N, Vn>N, |u,— | <6.
En prenant § = % dans (6), on minore a partir d’un rang M
|| = [ €4 (wn— )] > |€] = Jup—£] > €] = 5 = I,

2
ce qui implique en particulier u,, # 0. Soit € > 0. En prenant § = ﬁ dans (4), on obtient
I'existence d’un rang N, qu’on peut supposer > M, a partir duquel
1 1| _ [£—un] 26 _
= <= =e =

Exercices :

e Si (u,) converge vers 0 et si (v,,) est bornée, alors (u,v,) converge vers 0.

e Si (u,) converge vers ¢, alors (|u,|) converge vers |{|.

e Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes telles que, Vn, u, <v,. Alors limu, <limwv,.

Poursuivons avec des critéres de convergence.

Proposition 5 (critére d’encadrement ou des gendarmes). Soient (u,), (v,) et (w,) trois

suites telles que

v, u, <v, <w,.
Supposons que (u,) et (w,) convergent vers la méme limite ¢. Alors (v,) converge également
vers /.

Démonstration. Soit e >0. D’une part, comme (u,,) converge vers /,
AM, Vn>M, |u,—l]<e.
D’autre part, comme (w,,) converge vers ¢,
AN, Vn>N, |w,— ]| <e.
Alors, pour tout n > max {M, N}, on a
—e<u,—lL<v,—lL<w,—(<e,
d'ou |v,—/|<e. O



Théoréme 6 (critére de convergence monotone). Toute suite monotone bornée converge.
Plus précisément,

e si (u,) est croissante et majorée, alors (u,) converge vers sup u,,

e si (u,) est décroissante et minorée, alors (u,) converge vers inf u,,.

Démonstration. Soit (u,) une suite croissante et majorée. L’ensemble A = {u,} des valeurs
prises par la suite est une partie non vide et majorée dans R. D’aprés ’axiome de la borne
supérieure, A posséde une borne supérieure s. Montrons que la suite (u,,) converge vers s. Soit
£>0. D’aprés la deuxiéme caractérisation de la borne supérieure (proposition 7 du chapitre 2), il
existe un entier NV tel que uy > s—e. Soit n > N. D’une part, comme la suite (u,,) est croissante,
on a u, > uy > s—¢e. D’autre part, comme la suite (u,) est majorée par s, on a u, < s. En
conclusion, |u,—s|<e. O

Exercice (rédaction de démonstration). Montrer de méme qu’une suite (u,,) décroissante
et minorée converge vers la borne inférieure de {u,,}.

Proposition 7 (critére des suites adjacentes). Soient (u,) et (v,) deux suites telles que
e (u,) est croissante,

e (v,) est décroissante,

e Vn, u,<wv,,

e (v,—u,) converge vers 0.

Alors (u,,) et (v,) convergent vers ¢ = sup u,, = inf v, .

Démonstration. Pour commencer, observons que

Vn,Vn', u, <v,.
En effet, si n <n', on a u, < uy < vy et, si n’ >n, ona uy < vy <o, La suite (u,) est
croissante et majorée par tous les termes de la suite (v, ). De méme, la suite (v,,) est décroissante
et minorée par tous les termes de la suite (u,). D’aprés le théoréme 6, (u,) converge vers
a=supu, et (v,) converge vers b= infwv,. De plus, pour tout n,

0<b—a<v,—u,.
Comme (v, —u,) converge vers 0, on en déduit que a = b. U

Concluons avec la troisiéme caractérisation de la borne supérieure, annoncée au chapitre 2.

Proposition 8. Soient A une partie non vide majorée dans R et z €R. Alors x =sup A si et
seulement si

VacA, a<z (z est un majorant de A),
z est limite d’une suite a,, € A.

Démonstration. Supposons que z est un majorant de A et montrons I’équivalence entre les deux
conditions suivantes :
(7) Vy<z, Ja€A, a>y,
(8) x est limite d’une suite a, € A.
(8) = (7) : Par hypotheése,
9) Ve>0, 3N, Vn>N, |a,—z| <e.
Soit y < x. En prenant ¢ = x —y dans (9), on obtient 'existence d’un rang N a partir duquel
an€lx—e,x+¢el. En particulier, a = ay € A satisfait a >z —e =y.
(7) => (8) : Soit n€N*. En prenant y =z—2 dans (7), on obtient l'existence de a, € A tel que
p>T— % Comme A est majorée par x, on a en fait un encadrement
T — % <a,<cT.
On obtient ainsi une suite (a,) dans A qui converge vers x. U



§ 3. Limites infinies

Définition. Soient (u,),ey une suite réelle et £€R.
On dit qu’une suite réelle (u,)nen diverge vers +oo si

(10) | VCER, INEN, VneN, n>N = u,>C

On note alors u,, — 400 ou lim wu, = +oc et on omet souvent “n— +oo”.
n—-+00 n—-+o0o

Remarques.

e On raccourcit souvent la condition (10) comme suit :
VCeR, 3N, Vn>N, u,>C.
e Dans cette condition, on peut supposer C' positif et on peut remplacer les inégalités au sens
large par des inégalités strictes.
e Symétriquement, (u,) diverge vers —oo si
vVCeR, 3N, Vn>N, u,<C.
e Une suite divergente n’est pas bornée. Mais la réciproque est fausse. Par exemple, la suite
u,=(—2)" n’est ni bornée, ni divergente.
Exemple. Considérons un polynéme p(x)=ao+ajz+ ... +ap_12¥ '+ apa® de degré k€N~
Alors

p(n) —

n—+oo | —oo  si ap<O0.

{ 400 sl oap>0,
Cela résulte de la factorisation

p(n) =nklagn ™ +an' " + .. +ar_int+ayp)
et de la regle suivante pour le produit.
Proposition 9 (opérations sur les limites infinies).
e Somme : Si u,— 400 et si v, — (€]—o00,+ox], alors u,+ v, — +00.
e Produit : Si u,— +o0o et si v, —{€[—00,0[U]0,+00], alors

+oo si >0,
Up UVp — .
—o0o sl £<0.

e [nverse : u,— +o0o si et seulement si u, >0 & partir d'un certain rang et ui — 0.
n

Remarque (limites indéterminées). On ne peut rien dire a priori
e de la somme u,,+v,, si u, — +oo et v,, — —00,

e du produit u,v,, si v, — *too et v, — 0,

e du quotient Z—:, si U, — +oo et v, — Foo, ou si u,— 0 et v, — 0.

Lemme 10 (critére de comparaison). Soient (u,) et (v,) deux suites telles que, Vn, u, > v,.
Si (v,,) diverge vers 400, alors (u,,) diverge vers +oo.

§ 4. Retour sur les exemples

Suites arithmétiques : u,, = an+b, avec a € R* (pour simplifier) et bR

o a>0:u, — 400
o a<0: u, > —0o0

Suites géométriques : u,, = ba", avec a€R et b =1 (pour simplifier)

o a>1:u,— 400

oa=1:u,=1

o la|<1:u,—0

o a=—1: (uy,) est bornée, non convergente, non divergente

o a<—1: (uy) est non bornée, non convergente, non divergente

6



o1 a1
Sommes géométriques : s, =14+a+ ... +a" = a-1

n+l sta=1
1

o la|<1: s, — 77

oa>1:s,— 400

o a=—1: (s,) est bornée, non convergente, non divergente

o a<—1: (s,) est non bornée, non convergente, non divergente

Remarque : Nous sommes maintenant en mesure de lever le paradoxe de Zénon d’Elée (voir
introduction du chapitre 2). Dans le cas de la poursuite de la tortue par Achille, on a affaire aux
sommes géométriques

$n =103+ 104107 + ... +107"3) =103 (141072 + ... +1072") = 103 L7107 7

qui convergent vers le point limite

(= 00— 100000 v 1070,101010...

ou Achille rattrape la tortue.
V1= 1,
VneN* v, =1+ i

145
2

Seconde suite de Fibonacci : (2) {

Montrons que (v,) converge vers le nombre d’or a = ~ 1,62. Observons au préalable que

L_ 2 _V5-1 .69

@ VvVE+1 2
e Méthode 1 : On déduit de (3) et de (1) que
. an+1+(_1)na7n71 . a_,’_(_l)naonfl
/UTL - an+(_1)n+1a7n - 1+(_1)n+1a72n

converge vers a.

e Méthode 2 : A partir de la formule de récurrence (2), on montre que les suites (va,_1)nen
et (van)nen+ sont adjacentes, puis on calcule leur limite commune.

o Montrons par récurrence que,

(10) Vn>2,3<v,<2.
Initialisation : vy = 2 vérifie % <wy < 2.
Hérédité © Supposons % < v, < 2. Alors % < % < % Comme v,y = 1+ i, on en déduit
3 SUnnn <52,
o Montrons par récurrence que,
VneN* |v,1 — v, < (%)2(n_1).

Initialisation : On a vo—v1=2—1=1.

Hérédité : Supposons |v,— v, 1] < (§)2(n—2

) D’aprés la formule de récurrence (2),
=14+ L1t 11 __ UnzUna
Un+17 Un = 1+Un 1 Un—1  Un  Un—1 VnUn—1
En utilisant (10) et 'hypothése de récurrence, on en déduit
1 2\2(2)2(n=2) _ (2\2(n-1)
[Un1=vn| < 5o [on—vn [ < (3)°(3) =(3) :
o Montrons par récurrence que la suite (vg,_1)nen+ €st croissante.

Initialisation : vy =1 est inférieur & vz = %

Hérédité : Supposons vg, 1 < Ug,y1. En itérant la formule de récurrence (2), on obtient

_ Von+4+2—V2n __ U2n+4+1—V2n—1
Vopt3 — Vopgl = — o t = - -

V2p+42 V2n V2n42 V2n+1 V20 V2n—1
Par hypothese de récurrence, on en déduit vo,1 < vopis.
o On montre de méme que la suite (vg,)nen+ est décroissante.

o On montre de méme que, VneN*, vy, 1< vg,.

En résumé, la suite (vo,_1)nen+ est croissante et la suite (vg,)nen+ est décroissante, avec
4(n-1)
(3)
3 .
Ce sont donc des suites adjacentes, qui convergent donc vers une méme limite ¢. Finalement, on

0 <wvgp—v2p-1 <



évalue ¢ en faisant tendre n — 400 dans la relation de récurrence (2). On obtient ainsi
(=1+1 = P1-1=0 = (=15
1-+6
2

D’apres (10), on a 3 < £ < 2, ce qui permet d’éliminer ¢ =

(=115~ 162,

~ —0,62 et de conclure
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§ 1. Limites de fonctions

Limites finies

Soient I une partie de R, par exemple un intervalle, a un point de I ou un point frontiere de I,
f : I — R une fonction définie sur I, a valeurs réelles, et /€R.

Définition. On dit que f(x) tend vers ¢ lorsque = tend vers a dans [ si
Ve>0,3dn>0,Veeln]a—n,a+n|, f(x)e]l—e l+e]. (1)

Remarques.

e En d’autres termes, pour toute fenétre verticale | {—e, {+¢ [, il existe une fenétre horizontale
|a—n,a+n[ au-dessus de laquelle le graphe de f est contenu dans la fenétre rectangulaire
la—n,a+n[x|l—e,l+e].

Y
{+e
’ | \
l+e
y=f(z)
a—n a a+n T

e Dans (1), on peut remplacer les intervalles ouverts Ja —n,a+n| et [ —e, ¢+ [ par des
intervalles quelconques centrés en a et en /.

Notations. ¢ = lim f(z)
zel, x—a
e Si a est un point intérieur d’un intervalle I, on note plus simplement ¢ = lim f(x)
r—a
e Si a est la borne inférieure d’un intervalle 7, on note ¢ = lim f(z) = lim+ f(x)
a T—a

e Si a est la borne supérieure d’un intervalle I, on note ¢ = lim f(z) = lim f(z)
<

T—a T—a

Proposition 1. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f(x) tend vers ¢ lorsque x tend vers a dans I.
(b) Pour toute suite (x,) convergeant vers a dans I, la suite image y, = f(z,) converge vers .

Démonstration. (a) = (b) : Soient (z,) une suite dans I qui converge vers a et €>0. Par
hypothése,
In>0, Vezeln]a—n,a+n[, | flx)—L]<e.
Comme (z,) converge vers a,
ANeN, V>N, |z,—a| <n.
Par conséquent,
Vn>N, | flxz,)—l]| <e.
En conclusion, f(x,) converge vers (.



Non (a) = non (b) : Supposons que f(z) ne tende pas vers ¢ lorsque x tend vers a dans [
le.
Vn>0, d3zeln]a—n,a+n], | flz)—l|>c.
En prenant n:% avec n€N*, on obtient une suite (z,) dans I telle que
|z,—a| <t et |f(z,)—l|>¢.
Ainsi x, converge vers a mais y, = f(z,) ne converge vers (. O

Les résultats suivants se déduisent des résultats correspondants pour les suites.
Corollaire 2. Unicité de la limite.

Corollaire 3. Opérations sur les limites :
(a) Um[f(z)+ g(z)] =lim f(z) + lim g(z)
(b) lim[f(z)g(x)] = [lim f(z)][lim g(z)]

(c) lim% = ﬂgf;gi% si limg(xz) #0

Limites infinies

Soient I une partie de R, par exemple un intervalle, a un point frontiére de I et f: I — R une
fonction définie sur I, a valeurs réelles.

Définition. On dit que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers a dans [ si

VCeR, In>0,Veeln|a—n,a+n[, f(z)>C. (2)
Y
C
a—n a a+n T

Proposition 4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f(z) tend vers +oo lorsque z tend vers a dans I.
(b) Pour toute suite (z,) convergeant vers a dans I, la suite image y,, = f(z,) diverge vers +oo.

Exercice. Définir de méme lim f(x) = —oo et caractériser cette limite en terme de suites
. , , . zel, x—a
(énoncé et démonstration).

Remarque. Attention aux opérations sur les limites infinies.

Limites a infini

Soient I une partie non majorée de R, par exemple un intervalle non majoré, f: I — R une
fonction définie sur I, a valeurs réelles, et /€R.

Définition. On dit que f(z) tend vers ¢ lorsque x tend vers oo dans I si
Ve>0,3CeR,Veeln]|C +xo|, |flz)—Ll]<ce. (3)



Proposition 5. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f(z) tend vers ¢ lorsque x tend vers +oo dans I.

(b) Pour toute suite (z,) convergeant vers +oo dans I, la suite image y, = f(z,) converge
vers £.

Proposition 6. Si f est croissante et majorée, respectivement décroissante et minorée, alors
f(x) tend vers £ =sup . f(x), respectivement ¢ = inf ,c; f(x), lorsque z tend vers +oo dans I.

Exercice. Définir
lim f(z) = +o0, lirf f(z)=—oco, lim f(z)=+oc0, lim f(z)=—o0,

T——+00 T——00

et caractériser ces limites en terme de suites (énoncés sans démonstrations).
Exemple important

Soient a>0 et >0. Alors
(a) lim, o+ 2%|Inz|? =0
(b) limy ooy~ (Iny)” =
(c) lim, . o e 27 =0
Ces trois résultats sont équivalents. On passe de (a) a (b) en prenant y =1 c’est-a—dire z =
On passe de (b) a (c) en prenant z =1Iny c’est—-a—dire y = e*. De plus, en prenant une puissan
adéquate, on peut se réduire au cas particulier o« =1 ou g =1.
On démontre (c) en étudiant la fonction f(z) = e~ 227 pour z>0 grand. Sa dérivée
fi) = (- +2)eie2f
s’annule en zg = % et elle est négative pour z > 2. On en déduit que f est décroissante sur
[20,+00[ et en particulier que f(z) < f(zo) pour tout z > zo. Par conséquent,

e 20 =727 f(2)

oI

e

tend vers 0 lorsque z — +00.
§ 2. Continuité

Cadre. Sauf mention contraire,

e [ désignera une partie non vide de R, par exemple un intervalle
e ¢ un point de I,

e f:I — R une fonction définie sur I, a valeurs réelles.

Définition. On dit que la fonction f est continue au point a si

fla) =lmger o f(2).

o Définition quantifiée :
Ve>0,3dn>0,Vaeeln]a—n,a+n], | f(z)—fla)]| <e. (4)
e Caractérisation en terme de suites :
Pour toute suite (x,,) convergeant vers a dans I, la suite image y,, = f(x,) converge vers f(a).

Définition. On dit que la fonction f est continue sur I si f est continue en tout point a €[
= Vael, fla) = limyeqoq f(x),

< Vael, Ve>0,3dn>0,Veeln|a—n,a+n][, | f(z)—f(a)]| <e, (5)
<= pour toute suite (x,) convergente dans /, la suite f(x,) converge vers f(limz,) dans R.

Remarque. La derniére condition se résume par la formule
f(limz,) = lim f(z,)




Exemple. A 'exception des fonctions

1 si x>0,
o signe r——sgnxr =4 0 si =0,
-1 si <0,

e partie enticre x+— E(x),
e partie fractionnaire x — x—E(x),
toutes les fonctions classiques sont continues sur leur ensemble de définition.

Proposition 7. Soient f et g des fonctions continues sur /. Alors,

(a) Lasomme de deux fonctions continues est continue. Plus précisément, si f et g sont continues
sur I, alors f+g est continue sur I.

(b) Le produit de deux fonctions continues est continue. Plus précisément, si f et g sont conti-
nues sur /, alors fg est continue sur [.

(c) Le quotient de deux fonctions continues est continu. Plus précisément, si f et g sont continues
sur I, et si g ne s’annule pas sur I, alors g est continue sur I,

(d) La composition deux fonctions continues est continue. Plus précisément, si f est continue
sur I, si g est continue sur J, et si f(I)CJ, alors gof est continue sur I.

Démonstration de (d). Soit (z,,) une suite convergente dans I, dont la limite est notée a.
Par continuité de f, la suite y, = f(z,) converge vers b = f(a) dans J. Par continuité de g, la
suite z, = g(y,) converge vers ¢ = ¢g(b) dans R. En conclusion, z, = (go f)(z,) converge vers

c=(gof)(a). O
Remarque. On a également une version ponctuelle de la proposition précédente.

Prolongement par continuité. Considérons une fonction f continue sur un intervalle I de la
forme ]a,b[, a,b] ou |a,+oo[. Si f(z) tend vers une limite finie ¢ lorsque x € I tend vers a,

alors
Flz) = {f(x) si zel (6)

¢ six=a
est une fonction continue sur l'intervalle /U{a}. On prolonge ainsi f par continuité au point a.

Exemple. La fonction & —— Inz est définie sur |0, 4+00].
Elle ne se prolonge pas par continuité en x=0.




Exemple. Soit a € R\Z. La fonction x — x%=¢e®"% est définie sur |0, +-o00|.

e Si a>0, elle se prolonge par continuité en posant 0 — 0.
e Si <0, elle ne se prolonge pas par continuité en x=0.

A

Exemple. La fonction z — 22 est définie sur R*=]—o00,0[U]0,+oo].
Elle se prolonge par continuité & R en posant 0 — 1.

)/—J/_/// -y \\\\\
= 1 0 SR ‘f':—l
Exemple. La fonction z — z sin 1 est définie sur R*=]—o00,0[U]0,+o0].

Elle se prolonge par continuité & R en posant 0 — 0.

Exemple. La fonction z — e¥ est définie sur R* =]—o0,0[U]0,+0o].
Elle se prolonge par continuité de |—o00,0[ & |—00, 0] en posant 0 — 0.
Elle ne se prolonge pas par continuité de |0, +oo| a [0, +o00.




Théoréme 7. Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et f atteint ses

bornes. Plus précisément, il existe 1, 29 €[ a, b] tels que f(z1)= m[ax} f(z) et f(xo)= m[ax] f(z).
E€la,b z€la,b

La démonstration repose sur le résultat suivant, qui fait partie du programme de L2 et que nous

admettrons en cours. Dans ces notes, nous en donnons une démonstration a titre indicatif.

Lemme 8 (Bolzano—Weierstrass). De tout suite bornée dans R, on peut extraire une suite
convergente.

Démonstration du lemme 8. Soit (u,) une suite bornée dans R. Par hypothése, cette suite est
contenue dans un intervalle [ag, by| de longueur do=>bg—ay.

e Divisons l'intervalle [ag,bo] en 2 intervalles de longueur d; = bo_#“o Un au moins des deux
intervalles contient une infinité de termes de la suite (un). Notons-le [aq, by ].

e Divisons l'intervalle [a1,b;] en 2 intervalles de longueur dy = bojf“o. Un au moins des deux
intervalles contient une infinité de termes de la suite (un). Notons—le [ag, bs].

e ctc ...

Par récurrence, on obtient ainsi une famille décroissante d’intervalles [a.,,b,] de longueur d,, =
(bo—ap)2™", qui contiennent chacun une infinité de termes de la suite (u,). Les suites (a,) et
(b,) sont adjacentes. Elles convergent donc vers une méme limite ¢. Posons vg= ug.

e Comme [ay, b;] contient une infinité de termes de la suite (u,,), il existe un entier p(1)>0 tel
que vy = Uy(1) appartienne a [aq, by ].

e Comme [ag, bo] contient une infinité de termes de la suite (u,,), il existe un entier p(2)> (1)
tel que vy = uy,(2) appartienne a [as, bs].

e ctc ...
Par récurrence, on extrait ainsi une suite v, = uy(, telle que v, € [an,b,] pour tout n € N.
D’aprés le théoréme des deux gendarmes, (v,,) converge vers . O

Démonstration du théoréeme 7.
(a) Rappelons que f est bornée sur [a,b] si 3 C >0,V z € [a,b], |f(x)| < C. Supposons par
I'absurde que f n’est pas bornée sur [a,b] i.e.
VC>0, 3xcla,b], |f(z)]<C. (7)

En prenant C'=n dans (7), on obtient une suite (z,,) dans [a, b] telle que | f(x,)|>n pour tout
n € N. D’aprés le lemme 8, on peut extraire une suite (x,(,)) qui converge vers c¢ € [a,b]. Par
continuité de [f|, on a |f(c)| = lim, i | f(@pm))| = +00. Comme f(c) €R, on aboutit & une
absurdité et on conclut que f est bornée sur [a,b].
(b) Montrons que M =sup [, f(z) est atteint. Rappelons que

Vy<M, 3zx€(a,b], y<f(z)<M. (8)
En prenant y = M—21 dans (8) on obtient une suite (z,,) dans [a, b] telle que M—2 < f(z,,) <M.
D’apreés le lemme 8, on peut extraire une suite (z,(,)) qui converge vers c € [a,b]. D'une part,
par continuité de f, on a f(c) =lim, . o f(Zy@)). D’autre part, la suite f(x,) converge vers
M, ainsi que la suite extraite f(x,@). En conclusion, f(c)=1lmy, 4o f(Zpm)) = M. O

Exercice. Montrer de méme que inf,cp, 4 f(2) est atteint.

Théoréme 9 (valeurs intermédiaires). Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Alors f
prend toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b).

Démonstration. Le cas f(a) = f(b) est immédiat. Supposons que f(a) < f(b) et soit y €
|f(a), f(b)[. Notons ¢ la borne supéricure de X = {z € [a,b]| f(z) <y}. D’une part, il existe
une suite (z,) dans X qui converge vers c. Par continuité de f, on a f(¢) =lim, 1 f(x,) <vy.
Donc ¢ est le maximum de X. D’autre part, soit x, €|c,b] une suite convergeant vers c. La
suite image y, = f(z,) est > y et elle converge vers f(c), par continuité de f. Donc f(c)> y.

En conclusion, f(c)=y. O



Corollaire 10. L’image d’un intervalle fermé [a,b] par une application continue est un inter-
valle du méme type

Démonstration. D’aprés le théoréme 7, f atteint sur [a,b] son minimum « et son maximum f.
D’aprés le théoréme 9, f prend toutes les valeurs comprises entre a et (. En conclusion,

f(la, b]) = [, B]. 0
Remarque. L’image de tout intervalle par une application continue est un intervalle (qui peut
étre d’un type différent).

Exemple. Toute application polynomiale f:R — R de degré impair est surjective.
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Chapitre 5. Dérivées
§ 1. Définitions et propriétés de base

Cadre. Sauf mention contraire,

e [ désignera un intervalle dans R,

e ¢ un point de I,

e f:I — R une fonction définie sur I, a valeurs réelles.

Définition. La fonction f est dérivable au point a si le quotient
(1) f(=) = f(a)

admet une limite lorsque z€ I~ {a} tend vers a.

Remarques.

e Ecrivons la définition précédente sous forme quantifiée :

(2) JleR, Ve>0,dn>0,Vzel avec 0<|r—al<n, on a ‘w —/L } <e.

e Notation : La dérivée de f au point a est notée f'(a) ou % (a).

dx
o [nterprétation géométrique :
f'(a) est la pente de la tangente au graphe G(f) de f au point (a, f(a)).

pente = f’(a)

pente = L@)=/@)

r—a

e On écrit souvent la définition de la dérivée, en utilisant l'accroissement h = x — a et en
sous-entendant la condition a+hée .

limj_o L (“Jrhal_ [@  §i q est un point intérieur a I,
#
f(a) = < limy_o f('”hzl_ 1@ i g est le minimum de I,
>
limj, o L (“J’hil_ 1@ & ¢ est le maximum de 1.



e [l arrive qu'une fonction f ne soit pas dérivable en un point a intérieur & I mais qu’elle posséde
une dérivée a droite ou a gauche en a :

flla™) = limh;o w’ fllam) = 1imh?0 w .
Par exemple, la fonction f(z) = |x| n’est pas dérivable a I'origine, mais elle posséde des dérivées

a droite et a gauche a lorigine : f/(0%) = £1.
Définition. La fonction f est dérivable si elle est dérivable en tout point de I.

Proposition 1. Une fonction dérivable est continue.
Plus précisément, si f est dérivable au point a, alors f est continue au point a.

Démonstration. Lorsque x tend vers a dans I,

f(z) = {219 (2 —a) + f(a)
(a)
— f(a —0
tend vers f(a). O

Remarque. La réciproque est fausse. Par exemple,
e la fonction f(z)=|z| est continue sur R, dérivable sur R*, mais pas a l'origine;
e la fonction f(z)=+/z est continue sur RT, dérivable sur R, mais pas a l'origine.

§ 2. Régles de dérivation

Théoréme 2.
e Somme: (f+g) =f+¢g
o Différence : (f—g) =f'—¢
e Produit : (fg) = fg+f¢
. (L fla—fd
o (Quotient : (g) =7

o Inverse : (%)’ = —]]:—;

e Composition : (gof) = (g'of) f'
Reformulation : (gof)(z) = ¢'(y) f'(x), on y=f(x)
e Réciproque : (f~1) = W
Reformulation : (f~1)(y) = ﬁ, ou y=f(x) cest-a-dire x=f"(y)
Démonstration pour la somme ou la différence : Lorsque r—a,
fl@)xg@) - [fl@xg@)] _ flz)=fla) 4 g&)—g(a) _ | f'(a) £ ¢(a).

r—a T —a T —a
——
— f'(a) —9'(a) O

Démonstration pour le produit : Lorsque xr—a,
f(x)g(x) — fa)g(a) _ f(z)—f(a) g(a) + f() 9@) —gl@) _ () gla) + f(a) ¢'(a),
N—_——

xr —a xr —a r —a
— f'(a) —f(a) —g'(a)
car g(z)— g(a) par continuité de g. O
Démonstration pour linverse : Lorsque z—a,
1 1
f@ " fa) 1 1 f@)-=f(a) _ ()
r—a ~ J@J@ _z-a_ T f@?
N —
— oy — (@)
car f(x)— f(a) par continuité de f. O



Démonstration pour le quotient : En combinant les régles pour le produit et pour l'inverse, on
obtient

f/_ 1/_ 1 1/_f/ /_f/_f/

(5) =) =15+1G)=5-T&=""5" O

Démonstration pour la composition : Lorsque z—a,

(gof)@) = (gof)la) __ 9(f(®) —g(f(a)) flz)=fla) _ | ¢ (f(a) f'(a)

= @ = f@ e-a
S—————
o —g(f@)  —f(@
car f(x)— f(a) par continuité de f. O

Démonstration pour la réciproque : En appliquant la régle pour la composition a

(frof)@)==,

on obtient ]
(fYF@) fl@) =1 te. ()W) =75, D
Autre démonstration pour l’inverse : En appliquant la régle pour la composition avec g(y)= %,
on obtient / ,
N 1 f
() =—7l=-% -

§ 3. Dérivées des fonctions classiques

e La dérivée de f(z)=z" est f/(z) =na" L.
Démonstration. D’aprés la formule du binéme de Newton,

(a+h)" =3 e bt

On en déduit que w =na™ !+ ( . .)h tend vers ma™! lorsque x Za.

e En appliquant les régles de dérivation, on en déduit la dérivée d’une fonction polynémiale ou
rationnelle.

e Par définition, la dérivée de f(z) =Inz est f'(z) = 2.
e La dérivée de f(z)=e” est f'(x)=e".
Démonstration. On applique la formule de dérivation d’une fonction réciproque.

e La dérivée de f(x)=sinx est f'(z) =cosz.

Démonstration : —1 —0
h)— ' h)—si ; ; s ; . _
fla+ 2L fla) _ sm(a—l—h) sina _ Cosasmh-‘,—&gacosh sina _ oo SH}th —sina 1 (;Losh — CoSa.
e La dérivée de f(x)=cosx est f'(z)=—sinzx.
Démonstration : —1 —0
fla+h)—f(a) cos (a+h)—cosa h—si inh inh 1 h
- — - — COS a Ccos —Sl;Lla Sin 1 —Ccos a = —sina 512 — cosa —ZOS — —sina.
Lo _ / _ 1 _ 2
e La dérivée de f(z)=tanx est f'(z) = - =1+tan’w.

cos T
sinx *

Démonstration. On applique la régle du quotient a f(z) =

e Les dérivées des fonctions trigonométriques réciproques sont données par

f(x) f'(x)
Arcsinx \/11_7
Arccoszx — \/1£7
Arctanz i +1z2

Démonstration. On applique la formule de dérivation d’une fonction réciproque.



Remarque. Certaines limites classiques sont des cas particuliers de la formule
flx)=fla) _ f'(a).

lim
r—a _
Z T —a
sinx
T

e®—
T

Inz

cosx—1 __
oo =0.

T

L—1 lim,_ =1, lim,_
) x—0 ) x—0

Par exemple lim, =1, lim,

§ 4. Dérivée premiére et variation

Rappelons qu'une fonction f:I— R est dite

e croissante si,Vx,yel, x<y = f(x)<f(y),

e décroissante si, Vx,yel, v<y = f(x)>f(y),

e monotone si elle est croissante ou décroissante,

o strictement croissante si, Vx,yel, x<y = f(x)<f(y),

e strictement décroissante si, Vr,yel, x<y = f(z)> f(y),

e strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Proposition 3. Soit f:— R une fonction dérivable sur un intervalle I.
(a) f est croissante si et seulement si f'>0.

(b) f est décroissante si et seulement si f'<0.

(c) Si f'>0, alors f est strictement croissante.

(d) Si f'>0, alors f est strictement décroissante.

Démonstration. Si f est croissante, alors

f/(CL) — limm_,a f(z) — f(a) > 0.

r —a -

De méme, f'(a) < 0 si f est décroissante. Les autres points se déduisent des résutats du § 5
(théoréme de la moyenne ou formule des accroissements finis). Plus précisément, étant donné
a<b dans I, il existe c€]a,b| tel que f(b)— f(a) = f'(c) (b—a). On en déduit que

f(b) = f(a) sif>0,
f(b) < fla) sif<0,
f(b)> fla) sif'>0,
fb) < f(a) sif'<O0.

O

Remarque. Il peut arriver qu’une fonction soit strictement monotone et que sa dérivée s’annule.
Par exemple, f(x) = x3 est strictement croissante sur R et sa dérivée f'(x) = 32? s’annule en
x=0.
Définition. La fonction f a un mazimum local en a si

dn>0,Vxel avec |[z—a|<n, f(z)<f(a).
La fonction f a un mazimum global en a si

Veel, f(z)<f(a).

La notion de minimum (local /global) est définie de maniére analogue.
Un extremum (local /global) est un maximum ou un minimum (local/global).

Définition. On dit que a est un point stationnaire de f si f est dérivable au point a et si
f'(a) =0.

Proposition 4. Soit f:[— R une fonction dérivable.

Si f a un extremum local en un point a intérieur a I, alors a est un point stationnaire de f.



Démonstration. Supposons que f a un minimum local en a. Comme f(x)> f(a) lorsque z est

proche de a, on a d’une part

f/(CL) — hmm_)a f(x) = f(a) > ()
>

r —a -

et d’autre part
F(a) = lim,_, {8 =1 <o
<

r—a

Par conséquent f'(a) =0. O

Remarque. Il n’y a pas de correspondance exacte entre extrema locaux et points stationnaires.

e Une fonction peut avoir un extremum local en un point ot elle n’est pas dérivable. Par exemple,
la fonction f(z)=|z| a un minimum global en z = 0.

e Certains points stationnaires ne correspondent pas a des extrema locaux. Par exemple, x =0
est un point stationnaire de la fonction f(x) = x3, qui est strictement croissante.

e La dérivée ne permet pas de détecter les extrema éventuels de f aux bornes de I.

Application : Détermination des extrema globaux d’une fonction dérivable f:[a,b] — R

e Déterminer les points stationnaires de f en résolvant I’équation f’(z) = 0.

e Parmi les point stationnaires, déterminer les extrema locaux en utilisant notamment le signe
de f’.

e Comparer ces extrema locaux avec f(a) et f(b).

Exemple : Considérons la fonction f(z)=23—3x sur l'intervalle [—2,3].
Dérivée : f'(z) =3 (z?—1)
Points stationnaires : z = +1

r - h |
f'(x) + - +
flx) 2 /7 2 N, 42 / 18

Minimum global f(z)=—2en z=1 et en z =—2 NH
Maximum global f(z)=18 en z =3 ]
Maximum local f(z)=—2en z=—1 '

§ 5. Théoréme de la moyenne, formule des accroissements finis

Théoréme 5 (théoréme de la moyenne). Soit f:[a,b] — R une fonction dérivable. Alors
il existe c€a,b] tel que

_ [ -fa)
f’(C) = "W _a




Démonstration. (i) Commengons par le cas particulier ou f(a) = f(b) = 0. Si f= 0, tout
point c€ Ja,b[ convient. Si f#0, f atteint un extremum non nul en un point c€[a,b]. Comme
f(c) #0, ¢ n’est pas une borne de 'intervalle [a,b]. D’aprés la proposition 4, on a f’'(c) = 0.
(ii) Dans le cas général, considérons
b) — f(a
g(x) = f(z) = f(a) = 9=LD (2 —a).

Alors g est une fonction dérivable sur [a,b] telle que

g (@) = f(x) = L= et g(a)=g(b)=0.
D’aprés (i), il existe c€]a,b[ tel que ¢'(c) =0, c'est-a—dire f'(c) = f(b) f(“). O
Le résultat suivant est une reformulation du théoréme de la moyenne.

Corollaire 6 (formule des accroissements finis). Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle I contenant a et a+h. Alors il existe 0 <0< 1 tel que

fla+h) = f(a)+ f'(a+6h)h

Corollaire 7. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Alors f'=0 si et seulement si
f est constante.

Remarque : La formule des accroissements finis est un cas particulier de la formule de Taylor,
au programme du semestre 2. Ces formules permettent entre autres d’approximer et d’estimer
des fonctions par des polynémes. Voici quelques exemples d’estimations classiques.
o VreR, e*>1+ux.
D’aprés la formule des accroissements finis, on a, pour tout h€R,
h=eV+e?"h=1+h+(e"~1)h>1+h.
o VzeR™, Inz<z-—1.
D’apreés la formule des accroissements finis, on a, pour tout he€|—1,4o00],
In(1+h)=Inl+ Lo h=h— 2 <h,

1+9h
o VreRT, sinz<ux.

D’aprés la formule des accroissements finis, on a, pour tout heR*,
sinh = sin 0+ cos(6h) h < h.
o VrzeR"T, sha>u.
D’aprés la formule des accroissements finis, on a, pour tout he R*,
shh =sh0+ch(0h)h > h.

§ 6. Dérivée seconde et applications (convexité, concavité, points d’inflexion)

Non traité



