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SLO1MA12—Introduction au raisonnement mathématique 2 - Analyse
TD 1 — Exercices sur les fonctions usuelles

GRAPHES, COMPOSITION, DERIVATION.

Exercice 1.

1. Sur un méme dessin, tracer le graphe des fonctions suivantes de R dans R :

3. Sur un méme dessin, tracer le graphe des fonctions suivantes de RT dans R :
T, r— 2 T 2, z— z'/?, z -z
Exercice 2. Tracer le graphe des fonctions suivantes :
frz—3x+1, frx— —22% +4x+1, frxead—ua, frx—a®—3z+1.
Exercice 3. Discuter le signe des expressions suivantes, suivant les valeurs de = € R :
22 +1, z? — 1, 2t =1, 22+22-3, —2? 4 2z — 3, 2+ 2 +1
-z, 2 —1, 2+ 1.

Exercice 4. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes :

fix—In(l—ux), [z In(l —2?), frx— Va2 —-3z—4 fo#

1-V1—-=2
Exercice 5. Tracer le graphe des fonctions suivantes :
11—z T T 224+ 3z 42 22—z —2
T — , T = -, T = ——, T —, T —
1+ 2 +1 2 -1 T —2 T —2

Exercice 6. On considére les fonctions f et g définies comme suit :

2—x
— .
24 x

3
f:l"—>;7 g:x

1. Donner le domaine de définition de f et de g.

2. Déterminer les antécédents de 0 et —2 par f et par g.

3. Onpose fi=fof, fa=fog, fs=gofet fs=goy.
Donner le domaine de définition de f1, fo, f3 et f4, puis donner leur expression.

Exercice 7. Ecrire les fonctions suivantes comme composée de fonctions usuelles.
1. f:x— ew
2. [z~ In(2y/z+3)
3. fiax— Ver3



Exercice 8. Pour les fonctions suivantes, calculez (g o f)(z) et (f o g)(x) aprés avoir précisé les ensembles de
définition de f, g, go f et fog:

1. f(z)=2%et g(x) =22 —1

2. f(:v):%“et g(z) =3z

3. f(@)=Va2t+azetglx)=21+1
4. f(z)=eet g(z) =1

5. f(x) = In(x) et g(z) = 2% — 62 + 2

Exercice 9. Donner le domaine de définition des fonctions suivantes puis calculer leur dérivée :

cos(v/x), In(z" + 2?) () 3% sin(z) zln(z) Va2 =3z —4.

x2 4 237 2 -1

Exercice 10. Dériver les fonctions suivantes :

z", e, In(z" + 2?), = > 0, In(|z]), « € R", zln(x) —z, x >0, In(sin®(x) + 1),
33 1 ‘-
cos(sin(z?)), sin?(z + sin(z)), %, e, sin(e®1?).

’ ETUDES DE FONCTIONS. ‘

Exercice 11. On considére la fonction f définie par :

2
¢ —3x+6
)= —"—.
fla) = T2
Donner Dy le domaine de définition de f.
Montrer que f(x) = ax 4 4 -15 pour tout x € Dy, a, [ et vy étant trois réels que I'on déterminera.
Etudier la fonction f.

Etudier la position de son graphe par rapport a la droite d’équation y = = — 1.

ARl

On rappelle que le graphe d’une fonction g admet le point 2 de coordonnées (a,b) comme centre de
symétrie si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

— le domaine de définition de g est symétrique par rapport & a

— pour tout = appartenant au domaine de définition de g, on a : f(a —z) + f(a + x) = 2b.

Montrer que le point (2,1) est un centre de symétrie pour le graphe de f.

6. Tracer le graphe de f.

Exercice 12. On considére la fonction

322 +ax+b
fa) = —F5———
x4+ 1
1. Déterminer les réels a et b pour que le graphe de f soit tangent a la droite d’équation y = 4z 4+ 3 au point
(0,3).
2. On considére maintenant
322 +4x 43
f@) = —5——
441

Montrer que f(z) = a+ zé’jl pour tout x € R, a et 8 étant deux réels que 'on déterminera.
Etudier la fonction f.
Etudier la position de son graphe par rapport a la tangente au point (0, 3).

Montrer que le point (0, 3) est un centre de symétrie pour le graphe de f.

o o w

Tracer le graphe de f.



Exercice 13. Sur un méme dessin tracer les graphes des fonctions = — e® et x — =+ 1. Montrer que e* > 14z
pour tout xz € R.

Exercice 14. Sur un méme dessin tracer les graphes des fonctions z +— In(z) et x — = — 1. Montrer que
In(z) < x — 1 pour tout z € R.

Exercice 15. Prouver que pour tout = positif ou nul les inégalités suivantes sont vérifiées :

IE2 1'2
1n(1+I)ZI7?, 0<e®—1<ze® Ogez—lfzggew_

Exercice 16. Montrer que In(z) < 2,/ — 2 pour tout z > 1. En conclure que lim,_, o, In(z)/x = 0.

Exercice 17. Donner 1’équation de la tangente au graphe de x — In(z? — 1) au point d’abscisse x = 2.

2z

Exercice 18. Donner I'équation de la tangente au graphe de = — e** aux points d’abscisses x = 1, —2, 0.

Exercice 19. On considére la fonction f définie sur | — 1; 400 par
272
fo) =

On notera Cy sa représentation graphique.

1. Déterminer I'équation de la tangente & Cy au point A d’abscisse a = 3.

2. En déduire sans calculatrice une valeur approchée du nombre N = S

Exercice 20.
1. Résoudre dans R 1’équation x + 3 = /5 — 2z, puis vérifier graphiquement le résultat.
2. Mémes questions pour V22 +x —2 =1+ 5
3. Démontrer 'inégalité x + V2241 > 0 dans R.

Exercice 21. Résoudre graphiquement et par le calcul I’équation |z + 3| = |2z — 5| dans R.
Exercice 22*. Etudier la fonction z — e~ /2.
Vous penserez a faire une recherche de point d’inflexion (en utilisant le critte suivant : zy est un point d’inflexion
de f sila dérivée seconde de f s’annule en xg).

’ FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES

Exercice 23. Sur un méme dessin, tracer le graphe des fonctions  — =, x — sinz et z+—— tanx.

Exercice 24. Sur un méme dessin, tracer le graphe des fonctions « —— x, x — Arcsinz et x —— Arctanx.

Arcsinz 9

Exercice 25. A-t-on I'égalité suivante : Arctanz = 31> 7

Exercice 26. Simplifier les expressions suivantes :
a) sin(Arcsinz) lorsque x est dans [—1;1],

b) Arcsin(sinz) lorsque z est dans [5; 5],

. 3w
PR ]7
d) Arcsin(sinz) lorsque x est dans [3F; 2],

(

(b)

(c) Arcsin(sinz) lorsque = est dans |
(

(

e*) Arcsin(sin z) lorsque z est dans R.



Exercice 27. Quelle est la période des fonctions suivantes :

2

x — (cosx)?, 3

r+——cos2x, rr—sindr, rr—cosg, x+——sing x — (sinx)s.

3

Exercice 28*. Soient weR* et ¢pcR.
Quelle est la période de la fonction z +—— cos(wz+¢)?

Exercice 29. On considére la fonction f définie par f(z) = 2sin(3z) — 5 cos(3z).
1. Calculer f’ la dérivée de f puis f” la dérivée de f'.
2. Montrer qu'il existe deux réels a et b tels que, pour tout z, on a : f’(z) +af'(x) + bf(z) =

Exercice 30. Etudier les fonctions suivantes :
) x—— 2cosx +sin2x.

b) x+—— cos2x —2cosx.
1

cosx ’

1
tanz °

d) cotanx =

e) ¢ +— |sinz]|.
) x> sin 2.

(a
(
(c) secx =
(
(
(

f

Exercice 31. Démontrer les inégalités suivantes :

1. Arcs1nz<\/7310<x<1

2. Arctanz > 1+7 six > 0.

Exercice 32. Etablir les identités suivantes et préciser leur domaine de validité :
) cos(Arcsinz) = 1 — 22, sin(Arccosz) = V1 — 2.

b) cos(Arctanz) = ﬁ , sin(Arctanx) = s -

¢) tan(Arcsinz) = ﬁ , tan(Arccosz) = Y=

d) Arccosx = Arcsiny/1 — 22, Arcsinz = Arccosv1 — 2.

(a
(
(
(
(
(
(
(

e) sin(2 Arccos) = 2zv/1 — 22, cos(2 Arcsinz) = 1 — 222

f) sin®*($ Arccosz) = 3(1 —z), cos?(3 Arccosz) = 3(1 +z).

g) Arctanz = Arcsin ﬁ , Arctanz = Arccos \/JFT .

h) Arcsinz =2 Arctanﬁ , Arccosx =2 Arctan VllJ:;Q , Arctanz =2 Arctanﬁ .

Exercice 33. (a) Montrer que la fonction f(z) = Arctanz + Arctan 2 a une dérivée nulle sur ]0, +oo|.
(b) En déduire que f est constante sur |0, +o00].

(c) Evaluer cette constante en z=1.

(¢) Montrer de méme que f est constante sur |—oo, 0| puis évaluer cette constante.

Exercice 34. Montrer (de deux maniéres) que pour tout  dans [—1;1], Arcsin(x) + Arccos(z) = &
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Exercice 1. A l'aide des définitions et propriétés relatives a la relation d’ordre sur R vérifier que ’on
a bien les relations suivantes :

1. 0<zety<0= 2y <0. 4.1:y§#.
2.2<0ety<0=2y>0.
3. 0<a? Srsy=a< <y

Exercice 2. Démontrer que :

T+y+ |z —y
2

T+y—|r—y

, et min(z,y) = 5

max(z,y) =
Montrer que max(x,y, z) = max(max(z,y), z). En déduire une formule pour max(z, y, z).
Exercice 3. Soient = et y deux réls quelconques. Montrer, en utilisant I'inégalité triangulaire, que :
20| <[z 4yl + |z -yl
En déduire que : |z| + |y| <| z + y| + |z — y|.
Exercice 4. Soit f et g deux fonctions réelles telle que Z(f) C D(g) et soient I un sous ensemble de
D(f) et J un ensemble contenant Z(f). Montrer que :
1. Si f est croissante sur I et g est croissante sur J alors g o f est croissante sur I.
. Si f est décroissante sur I et g est décroissante sur J alors g o f est croissante sur 1.
. Si f est croissante sur I et g est décroissante sur J alors g o f est décroissante sur I.

2
3
4. Si f est décroissante sur I et g est croissante sur J alors g o f est décroissante sur I.
5

. Appliquer les résultats des questions précédentes pour trouver le sens de variations des fonctions
suivantes :

(a) h(z) =sina? sur [5,7]. (d) h(x) = (sinz)? sur [0, 27].
(b) h(z) = exp(z? — 4z — 21) sur R. (e) h(z) = |v? — 4z — 21| sur son domaine de
(¢) h(x) = cos?x +2cosx — 3 sur R. définition.

Exercice 5. Les assertions suivantes sont-elles exactes ?

1. JA e R tel que (Vn e N, /n < A) 5. dJreRtel que (VyeR, 2x+1<y)
2. VneN,JA R, tel que /n < A
3. Vo € R™,3n € N* tel que + <z
4. VyeR,dr e Rtel que2x+1<y 7. dx € R tel que (VyER, y2§as)

6. Yy € R,3z € R tel que y? < x

Exercice 6. Pour chaque assertion P qui suit, écrire sa négation. Déterminer alors qui de P ou
non(P) est VRAIE.



I.IneNVpeNp<n 4. Y(a,b,c) ER3 a>b= (a+c>b+c)
2.Vz€R (22 —-1)2>0
3.V eZ 2x—1)2>0 5. VY(a,b,c) €R3 a > b= (ac > bc)

Exercice 7. Traduire 4 l'aide de quantificateurs les expressions suivantes :

1. A est une partie majorée de R. 4. D est n’est pas une partie minorée de R.
2. B est n’est pas une partie majorée de R. 5. E est une partie bornée de R.
3. C est une partie minorée de R. 6. F est n’est pas une partie bornée de R.

Exercice 8. Soit a € R et € > 0. Montrer que : |z —a|<e< x €la—€, a+ €|

Exercice 9. Montrer que :
(Ve>0,x€la—€e, at+e[) & x=a

Exercice 10. Ecrire sous forme d’intervalle ou de réunion d’intervalles, les ensembles suivants :
A={zeR; |z+4/<3} B={zeR;[3-z|>3} C={zeR; |22+1]<3}

Exercice 11.
1. Montrer que si I est U'intervalle [a;b[, alors sup(I) = b.

2. Montrer que si I est lintervalle ]a; b], alors inf(I) = a.

Exercice 12.
1. Soit I C R. Réécrire a l'aide des quantificateurs la phrase " I n’ est pas un intervalle de R ".
2. La réunion de deux intervalles est elle un intervalle 7
3. L’intersection de deux intervalles est elle un intervalle ?

4. Soit A := {n + %|n € N*}. A est-il un intervalle de R? Donner §’ils existent, inf A et sup A.

Exercice 13. On considére la fonction f : R — R définie par f(x) = exp(—22). Etudier les variations
et les limites de f. On considére l'ensemble A = {f(x), x € R}. Déterminer les bornes supérieures et
inférieures de A. L’ensemble A posséde-t-il un minimum, un maximum ?

Exercice 14. La fonction définie sur R par : f(x) = z cosz est-elle majorée 7 minorée 7

Exercice 15. Soient f et g deux fonction numériques définies sur une méme partie A de R.
1. Prouver que si f < g et si f est minorée sur A, alors g est minorée sur inf(f) < inf(g)
2. Prouver que si f est majorée sur A alors —f est minorée sur A et inf(f) = — sup(f)

3. Prouver que si f et g sont toutes deux majorées sur A alors, alors f + g est majorée sur A et :

sup(f + g) < sup(f) + sup(g)

4. Prouver que si A > 0 alors sup(A.f) = A.sup(f)

Exercice 16. Soit f : [0;1] — [0; 1] une application croissante. On considére alors I’ensemble suivant :

A={ze[0;1] | z < f(2)}.



1. Montrez que A admet une borne supérieure (que l'on notera a par la suite).
2. Montrez que : a € [0;1].
3. Montrez que f(a) est un majorant de A. En déduire que a € A.
4. On veut montrer que a est un point fixe de f, c’est a dire que f(a) = a.
(a) Supposez que a = 1. Montrez qu’alors que f(1) = 1.

(b) Supposez cette fois-ce que a € [0;1][. Montrez qu’alors f(a) est un minorant de |a;1] puis
déduisez-en que f(a) = a.

Exercice 17. Démontrer que Z est une partie non majorée de R.
En déduire que R est archimédien, c’est & dire que :

Ve eR™, VyeR, IneN | nr>y

Exercice 18. Considérons A 'ensemble des termes de la suite u,, = ”T_l :

-1
A={zrx€eR|3In e N* z="

}

1. Montrer que A posséde une borne supérieure.

2. Démontrer que cette borne supérieure vaut 1.

Exercice 19. Déterminer les bornes inférieures et supérieures des ensembles suivants :

Exercice 20. Déterminer (8'ils existent) les majorants, les minorants, la borne supérieure, la borne
inférieure, le maximum, le minimum des sous—ensembles suivants de R :
[0,1], ]0,1[, [0,1[, ]0,1[,
N, Z, Q, [0,+00[, ]0,40c],
. 10, Jelng,
{LineN}, {(-)"+1|nen},
{sinz|zeR}, {e“”|xE]R} {21+1|9:€R}
{xfﬁhsER}, {Arctanz |z € R}, {1ngCJrl |z e Ry }.

Exercice 21. Soient A une partie non vide de R et B ={—a|a€A}. Montrer que A est majorée
si et seulement si B est minorée et que, dans ce cas, sup A = —inf B.

Exercice 22. Soient A une partie non vide de R et B ={—a|a€A}. Montrer que A est minorée
si et seulement si B est majorée et que, dans ce cas, inf A = —sup B.

Exercice 23. Soient AC B des parties non vides de R.
1. Si B est majorée, montrer que A est majorée et que sup A <sup B.

2. Enoncer et établir un résultat analogue pour la borne inférieure.

Exercice 24.



1. Soient A et B deux parties non vides majorées dans R.
(a) Montrer que leur réunion A U B est majorée. Etablir les inégalités
supA <sup(AUB) et supB <sup(AUB).
En déduire que max(sup A,sup B) < sup(A U B)
(b) Que vaut sup(AUB)?

2. Enoncer et démontrer les résultats analogues pour des parties A et B minorées.

Exercice 25. Soient A et B des parties non vides majorées de R. Onnote A+B :={a+b|a € A,b € B}.
1. Montrer que sup A + sup B est un majorant de A + B.

2. Montrer que sup(A+ B) = sup A+ sup B. Enoncer et démontrer les résultats analogues pour des
parties A et B minorées de R.

Exercice 26. Soit A C R et B = {|z| tel que z € A}. Peut-on affirmer que :

sup A existe = sup B existe

Exercice 27. Soit A une partie non vide bornée de R. Montrer que I’ensemble {|x —y|, (z,y) € A%}
admet une borne supérieure. On appelle diamétre de A, noté d(A) cette borne supérieure.

Montrer que si B est une partie non vide de R et A une partie bornée de, alors : (B C A) = (d(B) <
d(4)).

Exercice 28. Soient A et B deux parties bornées de R. Les propositions suivantes sont-elles exactes ?

1. AC B = sup(A) <sup(B) 4. sup(—A) = —sup(A)
2. AC B = inf(A) <inf(B) 5. inf(—B) = —sup(B)
3. sup(A + B) < sup(A) + sup(B) 6. sup(A) +inf(B) < sup(A+b)

Exercice 29*. Soient A une partie non vide de R et B une partie non vide de R**. On note A : B
I’ensemble des quotients d’un élément de A par un élément de B :

A:B:{%,aeA,beB}

1. Montrer que si m est un minorant de A et M un majorant de B, alors m/M est un majorant de
A:B.

2. Montrer que si B n’est pas majorée, alors :
Ve>0, dJx € A: B, || <e

Montrer que si A C R et si B n’est pas majorée, alors inf(A : B) = 0.
Montrer que si A # {0} et si inf(B) = 0, alors A : B n’est pas bornée.

On suppose que A et B sont deux intervalles. Montrer que A : B est un intervalle.

S Ot W

Soit € un réel strictement positif. On pose A = [—¢; +€] et B =|0; ¢]. Montrer qu’alors A : B = R.

Exercice 30. Soient A et B deux parties non vides de R telles que :

Vre A;Vye B :x <y



1. Prouver l'existence de sup A et de inf B et montrer que : sup A < inf B

2. Montrer que : (sup A = inf B) si et seulement si (Ve >0 3(x,y) € A x B tel que |z —y| <€)
Remarque : on dit alors que A et B sont deuz parties adjacentes.

Probléme 1.

1. Montrer que pour tout & € R™* il existe p € N tel que = < p.
Indication : on pourra considérer ’ensemble B = { n € N|z > n}.

2. En déduire que pour tout z,y € R tels que x > 0 il existe n tel que y < nx.

3. Montrer que pour tout x € R, il existe un unique entier relatif p tel que :
plax<p+1.
Cette entier est appelé la partie entiére de x, notée E(x) ou [z].

Applications :

(a) Repreésentez les graphes des fonction suivantes :

T

x +— E(x) pour x € [0;+00] x> F(m) pour = € [1;4+00] =z +— E(x) —x pour z €
[0; +o00[

(b) Montrer que la fonction partie entiére x — E(x) est croissante (a < b = E(a) < E(b)).

(¢) Montrer que pour tout réel z et tout entier naturel n non nul :

4. Montrer que pour tout 0 < a < b il existe un rationnel x tel que a < = < b.
Remarque : on dit alors que Q est dense dans R.
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‘ I. Utiliser les définitions.

Exercice 1. Déterminer dans chaque cas, si la suite (u,,) définie par la relation proposée, converge, diverge ou n’a
pas de limite.

1wy =23 7. up =3n* — /n+1.
2. u, =e 2" 8. u, = n"—jl

3. up = (—1)" 9. u, = —2n?+5n+ 1.
4. u, =n?—2n. 10. u":%i_fqﬂ-

D. Uy = ﬁ—?)pour n> 5. 11. up = sin4F.

6. u, = 2L 12, up, = (—2)".

Exercice 2. Etudier la convergence éventuelle de la suite (u,) définie pour tout entier n par :
uy, = sin(n)

Exercice 3. Montrer que si une suite convergente vers -1, alors tous ses termes sont négatifs a partir d’un certain
rang.

Exercice 4. Montrer que si une suite convergente vers une limite L strictement positive, alors tous ses termes sont
positifs & partir d’un certain rang.

Exercice 5. Monter qu’une suite bornée ne tend pas vers —oo, ou +o00.
Exercice 6. Montrer que toute suite convergente est bornée.

Exercice 7. Soit (u,) une suite de R. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
1. Si (uy,) converge vers un réel [, alors (ug,) et (ug,+1) convergent vers le méme réel.
2. Si (ugp) et (ugp41) convergent, alors il en est de méme de (uy,).
3. Si (ugy,) et (ugn41) convergent vers une méme limite, alors il en est de méme de (uy,).

Exercice 8.

1. Soit (uy,)nen une suite réelle positive telle que lim u2 = X, A étant un nombre réel. Montrer que lim u,, = VA
n—oo n—oo

2. La propriété reste-t-elle vrai si on omet la condition "positive" ?

Exercice 9.

1. Soit (up)nen une suite réelle telle que li_>m U, = A, A étant un nombre réel.
n o

Montrer que lim dtetust.tun — \

n—o0

2. La propriété reste-t-elle vrai si on remplace A par +o00?



‘ II. Limites de suites.

Exercice 10. Calculer, lorsqu’elles convergent, les limites des suites définies par :
2 3

n . nmw sinn“ — cosn n sin(n
Uy, =N — VN2 —n U, =/n(n+a)—n Uy, = — sin — Uy = —————— un:27()
2 2 n n 4+ 1

Exercice 11. Posons ug =1 — 515 et pour tout entier n > 3,
1 1 1

—2—2)(1 ) (L= —).

un = (1 — 3 0

Calculer u,,. En déduire que 'on a limu,, = %

Exercice 12. Soit z un réel.

E(x)+ EQ2z)+...+ E(nx)

1. Déterminer la limite de u,, = 5

n
2. En déduire que Q est dense dans R.

‘ ITI. Suites définies par récurrence.

Exercice 13. Soit (uy,) la suite définie par ug = —2, et pour tout n de N par :
1 1
U =— Uy — =
n+1 2 n 3
. Montrer que pour tout n de N, u,, < —%
. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

. Montrer que (u,) converge vers le nombre réel positif [ qui vérifie % = —% et calculer [.

=W N =

. Montrer que la suite (w,,) définie pour tout n de N par :
2

wn:un+§

est une suite géométrique. En déduire une expression de u,, pour tout n de N.

Exercice 14. Soit (uy,) la suite définie par u; = 8, et pout tout n de N* par :
Upt1 = VD Uy —4

1. Démontrer par récurrence que pour tout n de N*, u,, > 4
2. Montrer que la suite (u,,) est décroissante.

3. Montrer que (u,) converge vers une limite a déterminer.

Exercice 15. Soit (uy,) la suite définie par la donnée de ug, et pout vérifiant tout n de N* :
Upt1 = € — 2

Etudier, selon les valeurs de ug, la convergence de cette suite.

Exercice 16. Soit (u,) la suite définie par la donnée de ug, et pout vérifiant tout n de N* :
2u, — 1
Up + 4

Etudier, selon les valeurs de ug, la convergence de cette suite.

Unp+1 =

Exercice 17. Soient a et b deux réels vérifiant 0 < a < b. Soient (u,) et (wy,) les suites définies par up = a, wy = b

et vérifiant tout n de N* :
Uy, + Wp

Un+1 = \/UpWn , Wnt1 = 2

Montrer que les deux suites convergent vers une méme limite ( que I'on ne cherchera pas a calculer )



Université d’Orléans Licence 1 — Semestre 1
UFR Sciences Tronc commun Maths —Info
Département de Mathématiques Novembre 2010

SLO1MA12—Introduction au raisonnement mathématique 2
Feuille d’exercices sur les limites et la continuité

Exercice 1.

1. Donner la définition, sous forme quantifiée, des limites suivantes :

(a) lim,_q f(x) = —00 (¢) imy i oo f(x) = —00
(b) limyyoo f(x) = —00 (d) limyjoo f(x) = —00

2. Donner dans chaque cas un critére en terme de suites.

Exercice 2. Déterminer les limites suivantes, en justifiant vos calculs.

x+2 f+1

1. lim, g+ iz 4. limg 4o £ S 6. lim, .o sinz
2. lim, g+ 2z In(x + /)
: 322243 1 ; so—1
3. limg oo T 5. limg 1 55 7. limg o “=7
Exercice 3. Déterminer les limites suivantes :
. . V2zF1-3
1. limy oo Va2 +1—=x 4. limg,_.4 \/L 75

2. hmg:_,l 2

5. limy oo V22 +1— V22 -1

3. lim,_,o+4/1 —|— = — [ 6. limg—, oo 2(vV1+ 22 —x)

Exercice 4. Déterminer les limites suivantes :

1, —2 en 0 g, Vldsinz—vl-sinz en 0
2+sin(3) T
l—cosz en 0
2
T
3_ o 2 .
x°—3x“+5x—3 1—sin z+cosx s
2 dzi422+2—6 en 1 5. sin z+cosz—1 en 3

Exercice 5. Montrer que la fonction 2z — +/|z|, définie sur R, est continue.

Exercice 6. Soit f une fonction continue de [0,1] dans [0,1]. Montrer qu'’il existe xo € [0,1] tel que

f(zo) = x0.

Exercice 7. Soient f et g deux fonctions ayant une limite en xg. Montrer que la fonction sup(f, g) admet
elle aussi une limite en xg.

x

Exercice 8. Montrer que lapplication f : R — R définie par f(x) = TH est strictement croissante
T

puis que pour tout y € ] —1,1] il existe un unique = € R tel que f(z) = y.

Exercice 9. Etudier la continuité de f la fonction réelle a valeurs réelles définie par f(x) = (sinx)/z si

x#0et f(0) =

Exercice 10. Soit f une fonction continue sur [a, b] telle que lim f(z) = +oo0. Montrer que :

z<b

VA > f(a),3c € [a,b] tel que f(c) = A.



Exercice 11. Soit f une fonction continue sur I un intervalle ouvert. Soit zy € I tel que f(xzg) > 0.
Montrer qu’il existe un intervalle J C I de centre x( tel que f > 0 sur J.

Exercice 12. Soit f une fonction bornée sur I = [a,b]. On définit M par : Vo € I, M(z) = sup f(y).

y€la,z]
Montrer que M, définie sur I est croissante. Soit zy €]a,b] un point 0'1';)% f est continue et tel que
f(zo) < M(zp). Montrer qu’il existe un intervalle ouvert de centre xz( sur lequel M est constante.

Exercice 13. Soit f une fonction de variable réelle telle que f‘(f‘) — oo quand x — oo. Montrer que
pour tout réel « il existe X, tel que f(z) — |az| > |z| si |x] > X,. En déduire que pour tout « réel

f(x) — ax — oo quand z — oo.

Exercice 14. Soient f et g deux fonctions définies sur Ry telles que

. f(=)
Vr e Ry g(z) >0et lim —= =L #0.
+ 9(x) AN o) #
1. Montrer que

lim f(z) =0« lim g(x)=0.
Tr—00

r—00
2. Montrer que si L > 0,
lim f(z) =00 & lim g(x) = oo.

Tr—00

Exercice 15. Soit f une fonction de R dans R telle que pour tout = et 2’ (z # ') de [a,b] on ait :
[f(2) = f(@)] < |e—2').

1. Montrer que f est continue sur [a, b].

2. Montrer que 'équation f(z) = z admet au plus une seule solution dans [a, b].

Exercice 16. Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f(a) = f(b). Montrer que la fonction
g(t) = f(t+%5%) — f(t) s’annule en au moins un point de [a, “E2].

Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30 mn pendant
lequel elle parcourt exactement 2 km. (On pourra introduire la fonction f(t) = d(t) — 4t ou d(¢) est la
distance (en km) parcourue au temps t (en heure).

Exercice 17. Soit f : R — R continue telle que lim f = —oco et Emf = 4o00. Montrer que f s’annule.
— 00 o0

Appliquer ceci aux polyni’g,%mes de degré impair.
Exercice 18. Soit f : R — R continue en 0 telle que Yz € R, f(z) = f(2x). Montrer que f est constante.

Exercice 19. Soit f : [0,1] — [0,1] continue telle que f o f = f. On note Ey = {z € [0,1]|f(z) = z}.
Montrer que Ey # () puis que c’est un intervalle de R.
Exercice 20.

1. Peut-on prolonger la fonction suivante par continuité en 07
f: R - R
r +— xsin (%)
2. Peut-on prolonger la fonction suivante par continuité en 0?7
g: R — R
P el

Exercice 21. Soit f la fonction réelle a valeurs réelles, strictement croissante définie par

T siz<l1
flx) = x2 sil<z<4
8vr six >4

1. Tracer le graphe de f.
2. f est elle continue ?
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TD 5 — Dérivabilité

Exercice 1. Montrer que la fonction z —— |z

(a) est dérivable en dehors de l'origine,

(b) n’est pas dérivable a l'origine,

(c) posséde des dérivées a droite et & gauche a lorigine.

Exercice 2. Déduire les limites suivantes de dérivées classiques f'(a) = lim w .

Tr—a

z¥—1

i (o paramétre réel)

1. lim

z—1 T

sin x
T

2. lim
x—0

: Inx
3. lim 2%
1 x—1

x —x

4. lim ¢&==¢
z—0 x

Exercice 3. Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f(z)=lnz—=z

2. f(z) =sin 2‘2113

in2
3. f(@) =/ 1iees

4. f(x) = Arctan Vi

Exercice 4. Calculer les trois premiéres dérivées des fonctions suivantes :

1. f(z)=e€"
2. f(z) =tanz

2

3. f(z) = Arctanx
Exercice 5. Soit f : R* — R définie par f(z) = 2?sin(2).
1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0; on note encore f la fonction prolongée.

2. Montrer que f est dérivable sur R mais que f’ n’est pas continue en 0.

Exercice 6. Déterminer la valeur des réels a et b pour que la fonction f définie sur Rt comme suit soit dérivable
sur R :

- f(a:):\ﬂx)siOngl
~ flx)=ax?+br+1siz>1

Exercice 7. Démontrer les inégalités suivantes & ’aide de la formule des accroissements finis :
1. e* > 1+ pour tout x€R
. Inz <z —1 pour tout z€]0,+o0]|

2
3. |sinx| <| z| pour tout z€R
4

|z|
Cox241

< |Arctanzx| <| z| pour tout z€R



Exercice 8. Pour tout m € N* on considére la fonction fp,(z) = 2™ e * sur [0,+o0].

(a) Calculer la dérivée de f,, et faire un tableau de variation. Déterminer en particulier ses intervalles de
croissance et de décroissance, ainsi que ses extrema.

(b) En déduire que f,, est bornée, puis que f,, tend vers 0 a Uinfini.

Exercice 9. Déterminer les extrema de la fonction z — 23 — 3z sur [—%, —i—%] .

Exercice 10. Une statue de hauteur s est placée sur un piédestal de hauteur p. A quelle distance doit se placer
un observateur (dont la taille est supposée négligeable) pour voir la statue sous un angle maximal ?

Exercice 11. Etudier les fonctions suivantes :

L f(z) =55
2. g(x) =224+ 1+ v4a? + 4z
3. h(z) = #_(i)



