TP Scilab — Différences finies

Exercice 1 : Equation de Laplace.

1. Résoudre numériquement par la méthode des différences finies le probleme

{ i (x) + @) = f), oo,
u(0) = a, u(l) = 4.

lorsque c et f sont des fonctions suffisamment régulieres et ¢ > 0 sur [0, 1] : on veut
approcher [u(t1),...,u(ty)] par [Ui,...,Un] ot t, =n/(N +1).

2. Comparer les résultats obtenus lorsque ¢(x) = z, f(z) = (1+2r—2%)e® et a =3 =0
(auquel cas la solution exacte est u(x) = (1 — x)e”). Représenter l'erreur entre la
solution approchée et la solution exacte dans un graphique log-log.

3. Résoudre numériquement par la méthode des différences finies le probleme

{ —u"(z) = f(x), x €0, 1],
u(0) = a, w'(1)=0.

lorsque f est suffisamment réguliere. On peut traiter la condition en z = 1 de deux
fagons :

— UN+1 —UN = 0,2

— UN11 — UN = % (1).

Cette derniére condition vient du calcul :

1
UNL1 — UN = / o' (t)dt

tn

_ /t; /tl F(s)dsdt ~ h2/2f(1) .

4. Comparer les résultats obtenus lorsque f(x) = z et a = 0. Représenter I'erreur entre
la solution approchée et la solution exacte dans un graphique log-log.

Exercice 2 : Equation de la chaleur.

1. On s’intéresse au probleme

&gu—@ixu:(), t>0, z€)0,1],
u(0,2) = up(x), Vz € [0,1],
u(t,0) =wu(t,1) =0, Vt>0,

ou ug est une fonction suffisamment réguliere. Trouver une solution approchée de

ce probleme avec le schéma d’Euler explicite (ordre 1). Que se passe-t-il lorsque

At 19 At 19
A2 5! lorsque Az S 5"

2. Trouver une solution approchée de ce probleme avec le schéma d’Euler implicite,
puis avec le schéma de Crank-Nicolson.

3. Quel est lordre des différents schémas ?



Précisions sur les schémas — En dimension 1, la matrice du laplacien discret s’écrit

-2 1 0 0
1 -2 1
1
A — ﬁ O 5
- 1
0 0 1 =2
de sorte que, en notant up et u) les vecteurs up = T[u(x1),...,u(zy)] et uj =

T (21),...,u"(xn)], on a :
Ug ~ Auh .

— Pour I’équation de la chaleur, la méthode est dite d’Euler explicite ou implicite par
rapport a la variable de temps. Cela donne, en notant h = 1/(N + 1) le pas d’espace
et k =T/M le pas de temps,

U1 — U,

- " _ AU, =0, pour Euler explicite,
Unt1 — U,
% — AU,41 =0, pour Euler implicite,
Uny1 — U, 1
% _ E(AUR + AUpy1) =0, pour Crank-Nicolson.



