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pour des lois d’équilibre scalaires et applications.

roduction.

Introduction

Lois d’équilibre scalaires :

Oru + Divf(t,x, u) = F(t,x, u) (t,x) € R xRN
(07x)—uo() eLlnL>*NnBV x € RN,

ot £ € C2([0, T] x RN x R;RN), F € CX([0, T] x RN x R; R).

o Existence et unicité, dépendance aux conditions initiales : Théoréme
de Kruzkov

@ Dépendance par rapport au flux et a la source?

M. Mercier Stabilité L1 pour des lois d’équilibre scalaires et applications.



ilibre scalaires et applications.

Equation de continuité :
dru + Div(uV/(u(t))) =0, u(0,)=u e L!NL*NBV,
ot V : LYRN;R) — C?(RM;R) est une fonctionnelle non-locale
régularisante, par exemple, si v : R — R est une application réguliére :
o V(u)y=v (fRN udx) dans le cas d'une chaine de montage

o V(u) = v(n*x u)V(x), n étant un noyau régularisant, dans le cas du
trafic piéton.
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ilibre scalaires et applications.

Equation de continuité :
dru + Div(uV/(u(t))) =0, u(0,)=u e L!NL*NBV,
ot V : LYRN;R) — C?(RM;R) est une fonctionnelle non-locale
régularisante, par exemple, si v : R — R est une application réguliére :
o V(u)y=v (fRN udx) dans le cas d'une chaine de montage

o V(u) = v(n*x u)V(x), n étant un noyau régularisant, dans le cas du
trafic piéton.
But :
o Existence d'une solution entropique ?

o Dérivée de Gateaux du semi-groupe obtenu ?
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Llntroduction.

@ Stabilité L! par rapport au flux et a la source
@ Résultats existants
@ Estimation de la variation totale
@ Dépendance par rapport au flux et a la source

© Existence de solutions pour f, F non-locales
@ Trafic piéton
@ Dérivée de Gateaux du semi-groupe
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

B Résultats existants

@ Stabilité L! par rapport au flux et a la source
@ Résultats existants
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source
(= Résultats existants

Théoréme (Kruzkov (1970))
Notons Q4 = [0, T] x RN x [~A, A] pour tout A > 0. Si

(K) VA >0, 0,f € L®(Qa), du(F — divF) € L(Qa)
et F — divf € L(Q)
alors, pour tout ug € (L= N LY)(RY;R) tel que ||upl| ~ < Mo, il existe

une unique solution entropique u € L>([0, T]; LY(RV;R)) continue a
droite en temps et il existe M > 0 tel que ||ul|| - < M.
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

B Résultats existants

Théoréme (Kruzkov (1970))
Notons Q4 = [0, T] x RN x [~A, A] pour tout A > 0. Si

(K) VA >0, 9,f € L®(Qn), 9u(F — divf) € L(Q4)
et F — divf € L°(Q4)

alors, pour tout ug € (L= N LY)(RY;R) tel que ||upl| ~ < Mo, il existe
une unique solution entropique u € L>([0, T]; LY(RV;R)) continue a
droite en temps et il existe M > 0 tel que ||ul|| - < M.

Soit vo € (LY N L>=)(RN;R) tel que ||vo| . < Mo, et alors

[(u=v)(®)[|x < €™ lluo — vollus,

ou v = ||0u(F — divf)HLm(QM).
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ite L1 par rapport au flux et a la source

B Résultats existants

Précédents Résultats
Lucier (1986) / Bouchut & Perthame (1998) : flux ne dépendant que de

u, et pas de source F = G =0,

Théoréme

Sif,g : R — RN sont globalement lipschitziennes, alors 3C > 0 tel que
Yup, vo € LY NL>®(RN;R) conditions initiales pour

Oru + Divf(u) =0, 0:v + Divg(v) =0.

avec de plus vo € BV(RV;R), on a Vt > 0,

[(a=)(®),s < 1o~ volls + CETV (vo) Lin (F — )
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

B Résultats existants

Variation totale

Définition : Pour u € LL_(R";R) on pose

TV(u) = sup{/ udivw; W e CHRN;RN), ||\U||LOQ<1};
RN

et
BV(RV;R) = {u el TV(u) < oo} .

Remarque : Lorsque f et F ne dépendent que de v on a
U €L*NBV=Vt>0, u(t)elL*nBV
et de plus, notant v = [|0,F|| (g,

TV (u(t)) < TV(u)e*.
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

B Résultats existants

Chen & Karlsen (2005) : flux de la forme f(t, x, u) = A(x)/(u),
g(t,x,v) = p(x)m(v), pas de source F = G =0,

[(u=v)(®)]| 2 < lluo = vollis + Gt (1A = plliee + IX = pllaa
[l = mll e + [/ = mlly1.0)

ot G; = Csupyg 7 (TV(u(t)), TV(v(1))).

Probléme : On ne dispose pas en général d’estimation sur la variation
totale !
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

@ Stabilité L! par rapport au flux et a la source

o Estimation de la variation totale
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

Estimation de la variation totale (R.M. Colombo, M.M., M.D. Rosini)

Théoréme (TV)

Supposons (f, F) vérifient (K) + (H1). Soit

Ko = NWi ((2/v + 1) VBuf ) + ||auF||Lw(QM)). Si

up € (L NBV)(RM;R), alors Vt € [0, T], u(t) € (L*NBV)(RY;R) et

TV (u(t)) <TV(up)e™*

t
+NWN/ e"°(t_7)/ [Vx(F = divf)(7, X, )| oo gy dx A7 -
0 RN

v
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

Estimation de la variation totale (R.M. Colombo, M.M., M.D. Rosini)

Théoréme (TV)

Supposons (f, F) vérifient (K) + (H1). Soit
o = NWi (2N + DI V00 f e (@ + 10uF () ) - S
up € (L NBV)(RY;R), alors Vt € [0, T], u(t) € (L NBV)(RY;R) et

TV (u(t)) <TV(up)e™*

t
+NWN/ e"°(t_7)/ [Vx(F = divf)(7, X, )| oo gy dx A7 -
0 RN

v

(H1) : [ fon || VR(F - div)|[, (g dxdE < 00 et Vi f € L=(Qm)
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

Estimation de la variation totale (R.M. Colombo, M.M., M.D. Rosini)

Théoréme (TV)

Supposons (f, F) vérifient (K) + (H1). Soit

Ko = NWi ((2/v + 1) VBuf ) + ||auF||Lw(QM)). Si

up € (L NBV)(RM;R), alors Vt € [0, T], u(t) € (L*NBV)(RY;R) et

TV (u(t)) <TV(up)e™*

t
+NWN/ e"°(t_7)/ [Vx(F = divf)(7, X, )| oo gy dx A7 -
0 RN

v

(H1) : [ fon || VR(F - div)|[, (g dxdE < 00 et Vi f € L=(Qm)
Remarque : On retrouve des estimations connues dans les cas
particuliers

e f, F ne dépendent que de v,
o f, F ne dépendent pas de u.
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L1 par rapport au flux et a la source

Estimation de la variation totale

Idée de preuve :

Proposition
Soit i1 € C°(R4; Ry) telle que ||p||,1 =1 et p' < 0 sur R}. On pose

ua(x) = Ai,\,p (@) Si il existe Co > 0 tel que VA > 0,

%/RN /R,,, |u(x + y) — u(x)|pr(y)dxdy < Go,

alors u € BV et

V(W) [ byl < Go
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L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

Idée de preuve :

Proposition

Soit i1 € C°(R4; Ry) telle que ||p||,1 =1 et p' < 0 sur R}. On pose
ua(x) = A,\,p ( |X”) Si il existe Co > 0 tel que VA > 0,

%/RN /R,,, |u(x + y) — u(x)|pr(y)dxdy < Go,

alors u € BV et

V() [ by < G

On introduit

.
]—'(T,/\):/ / / |u(x +y) — u(x)|ux(y)dxdydt.
0 RN J B(xo,R+M(To—t))
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ite L1 par rapport au flux et a la source

LEstimaticm de la variation totale

La méthode de doublement des variables donne I'estimation :
-
OTF(T,A) <OTF(0,\) + CAOLF(T,\) + C'F(T,\) + )\/ A(t)dt,
0

ol A(t) = [on || V(F — divf)(t, x- )”Loo
On intégre en temps et on divise par CT)\

Sron+arm oy + WD ET )+ C/

ot a(T)=N+C'/C—-1/T — —co quand T — 0. On choisit T assez petit
et on intégre sur [\, +oo[. On obtient

A A T
F(T.2) € 2 KTV (wo) + m/0 A(t)dt
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LDt’apent:lzmce par rapport au flux et a la source

@ Stabilité L! par rapport au flux et a la source

@ Dépendance par rapport au flux et a la source
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LDépenclzmce par rapport au flux et a la source

Dépendance par rapport au flux et a la source

Théoréme (Flux/Source)

Supposons que (f, F), (g, G) vérifient (K), (f,F) vérifie (H1) et
(f — g, F — G) vérifie (H2). Soient ug, vo € (L1 NL>® NBV)(RV;R). On
note

k= 2N||VBu Il o gy + 100 F llio (e + 106(F = Gy

Soient u et v les solutions associées respectivement aux flux et sources
(f,F) et (g, G) et aux conditions initiales (ug, vo).
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LDépenclzmce par rapport au flux et a la source

Dépendance par rapport au flux et a la source

Théoréme (Flux/Source)

Supposons que (f, F), (g, G) vérifient (K), (f,F) vérifie (H1) et
(f — g, F — G) vérifie (H2). Soient ug, vo € (L1 NL>® NBV)(RV;R). On
note

k= 2N||VBu Il o gy + 100 F llio (e + 106(F = Gy

Soient u et v les solutions associées respectivement aux flux et sources
(f,F) et (g, G) et aux conditions initiales (ug, vo).

(H2) : 0u(F — G) € L(Qm), u(f — g) € L™(Qm) et
Jo Jen |IF = G = div(f = g)]|, g, AxdE < 0.
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LDt’apent:lzmce par rapport au flux et a la source

Théoréme (Flux/Source, suite)
alors ¥t € [0, T] :

Kot __

Kt
@ = @) < € lleo = vollus + === TV(w0) |20l ~ )]

t e/{o(tf'r) . en(t,T) »
+/0 Fo— R /R NIVlF = divF) (7%, )| o gy AT

x NWy||0u(f — g)||

+/0 e"(t=7) /RN I((F = ) = div(f = £))(7, %, )| oo 4y dXT -

4
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LStabiIité L1 par rapport au flux et a la source

LDt’apent:lzmce par rapport au flux et a la source

Théoréme (Flux/Source, suite)
alors ¥t € [0, T] :

Kot __

Kt
@ = @) < € lleo = vollus + === TV(w0) |20l ~ )]

t e/{o(tf'r) . en(t,,,—) »
+/0 Fo— R /R NIVlF = divF) (7%, )| o gy AT

x NWy||0u(f — g)||

+/0 e"(t=7) /RN I((F = ) = div(f = £))(7, %, )| oo 4y dXT -

Remarque : De méme que pour le Théoréme (TV), on retrouve des
estimations connues pour des cas particuliers

@ si f,g ne dépendent que de u, F = G =0,
@ si f,g,F, G ne dépendent pas de u.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

= Trafic piét

e Existence de solutions pour f, F non-locales
@ Trafic piéton
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nce de solutions pour f, F non-locales
LTrafic piéton

Trafic piéton (R.M. Colombo, M. Herty, M.M.)

On considére maintenant des équations du type
Oru+ Div(uV(v)) =0; wup € (L'NL>® NBV)(R";R)

ott V : L1 — €2 est une fonctionnelle non-locale régularisante.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

= Trafic piéton

Existence d'une solution

Théoréme (Trafic)

Si V satisfait (V1), alors il existe un Tex > 0 et une unique solution
entropique u € C°([0, Tex[; LY NL> N BV) et on note S;up = u(t,").
On peut minorer le temps d'existence par

In(c ! , .
Tex = sup { Z M i (an)n strict. croissante, ag = ||u0|||_oo} .
n

Si de plus, V satisfait (V2) alors

up € WNL>® =Vt € [0, T, u(t) e WAL,

La preuve se base sur un point fixe + lemme de représentation des
solutions d'une équation de transport.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

= Trafic piéton

Hypothéses

(V1) Il existe C € L2 (R ; Ry) telle que Yu € LY(RV; R)

V(v) L, IV V@)l < Cllullis),
[Vav@lly < Clull)s [V2Viw)||, < Cllull~)

et Yuy, up € LI(RN; R)

V(1) = V(1) < CUllunllpso)llur — wal|ys
[Va(V(n) = V()| x < Clllunllee)llur = vl -

(V2) il existe C € Liz (Ry;Ry) telle que ||[V3V/(u < C(Jlull )-

NS
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tence de solutions pour f, F non-locales

Trafic piéton

Idée de preuve :

Soient 3>a>0et T< T, = '”5_.%‘)1). On introduit I'espace

Xo = L' NBV(RY; [0, a]) et I'application Q qui associe a
w € Xg = C°([0, T[, X3) associe la solution u € X3 du probléeme

Oru+ Div(uV(w)) =0, u(0,-) =u € Xo
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tence de solutions pour f, F non-locales

= Trafic piéton

Idée de preuve :

Soient 3>a>0et T< T, = '”5_.%‘)1). On introduit I'espace

Xo = L' NBV(RY; [0, a]) et I'application Q qui associe a
w € Xg = C°([0, T[, X3) associe la solution u € X3 du probléeme

Oru+ Div(uV(w)) =0, u(0,-) =u € Xo
Pour wi, wa, on obtient par I'estimation du Thm (Flux/Source)
[Q(w1) — Qw2 | e 0. 701y < F(TIwr = wall oo o, 71y »

ou f est croissante, f(0) =0 et f >7_,00 00
On applique ensuite le théoréme du point fixe.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

LDérivée de Gateaux du semi-groupe

e Existence de solutions pour f, F non-locales

@ Dérivée de Gateaux du semi-groupe
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stence de sol s pour f, F non-locales

Dérivée de Gateaux du semi-groupe

Définition : On dit que I'application S : L}(RV; R) — L}(RN; R) est L!
Gateaux différentiable en ug € L dans la direction ry € L s'il existe une
application linéaire continue DS(up) : L1 — L! telle que

HS(UO + hrz) — S(uo)

— DS(Uo)(ro)

—h-00.

L
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ence de solutions pour F non-locales

LDérivée de Gateaux du semi-groupe

Définition : On dit que I'application S : L}(RV; R) — L}(RN; R) est L!
Gateaux différentiable en ug € L dans la direction ry € L s'il existe une
application linéaire continue DS(up) : L1 — L! telle que

HS(UO + hro) — S(uo)

h — DS(Uo)(ro)

—h-00.

L

On veut montrer que le semi-groupe local donnant la solution de
I'équation de trafic piéton est L! Gateaux différentiable. On s'attend a ce
que la dérivée de Gateaux soit la solution du probléme linéarisé :

O¢r + Div(rV(u) + uDV(u)(r)) =0, r(0,-)=r.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

LDérivée de Gateaux du semi-groupe

On introduit les jeux d'hypothéses :

(V3) V : L' — C? est Fréchet différentiable et il existe C € L3S tel que

Yu,r e Ll

IV(u+r) = V(u) = DV()() o < € (lulli + lu+rll) 17l
[DV(u)(r)][wzroe < CUllull)rlla -

(V4) Il existe C € L (R, ;R.) telle que Vu, i, r € L

loc

div (V(@1) — V(u) — DV/(u)(@ — u))

LS Ul + llulle)(E = ufla)?

”div (DV(u)(r))

o = Cllulle )l
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LDérivée de Gateaux du semi-groupe

Théoréme (Gateaux dérivée faible)

On suppose que V satisfait (V1) et (V3). Soit uyg € WH> n W11 et
Tex > 0 le temps d’existence de la solution obtenue par le Théoréme
(Trafic). Alors, V't € [0, Tex[, Vro € L ML N BV et pour toute suite
(hn) convergeant vers 0, il existe une sous-suite a

Se(uo + hnro) — Se(uo)
hn

qui converge faiblement dans L' vers une solution faible de I'équation
linéarisée.

u

Outils : Théoréme de Dunford-Pettis pour ("”T_) , borné dans L1, grace au
h

Thm (Flux/Source) + définition solutions faibles.
Problémes : 'dérivée de Gateaux Ll faible'; pas d'unicité de la limite.
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ence de solutions pour F non-locales

LDérivée de Gateaux du semi-groupe

On montre que le probléme linéarisé admet une unique solution
entropique :

Théoréme (Linéarisé)

Supposons que V satisfait (V1), (V2), (V3). Soit
u € CO[0, Tex[; W N W), 5 € (L N L) (RN; R). Alors, le
probléme linéarisé

O¢r + Div(rV(u) + uDV (u)(r)) =0, avec r(0,x) =ro

admet une unique solution entropique r € C°([0, Tex[; LY(RVN; R)) et on
note alors Xry = r(t,-).
Si de plus o € WY1, alors Vt € [0, Tox|, r(t) € WL
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tence de solutions pour f, F non-locales

Dérivée de Gateaux du semi-groupe

Théoréeme (Gateaux Dérivée)

Supposons que V satisfait (V1),(V2),(V3),(V4). Soit

up € WH* W21 5 € Wi N L™ et soit T, le temps d'existence pour
le probleme initial donné par le théoréme (Trafic). Alors, pour tout

t € [0, Tex[ le semi-groupe local du probléme de trafic piéton est L
Géateaux différentiable dans la direction ry et

DSt(Uo)(I‘o) = Zf‘u" .

Idée de preuve : utilisation du Théoréme (Flux/Source) pour comparer la
solution de condition initiale ug + hro a la solution u + hr.
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LExisLence de solutions pour f, F non-locales

LDérivée de Gateaux du semi-groupe

Soient u, up les solutions du probléme d;u + Div(uV/(u)) = 0 avec conditions
initiales wo, o + hro. Soit r la solution du probléme linéarisé

O¢r + Div(rV(u) + uDV(u)(r)) =0, r(0) = ro et soit z, = u + hr qui vérifie
alors

Oz + Div (za(V(u) + hDV (u)(r))) = R*Div(rDV (u)(r)), zn(0) = uo + hro.
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LDérivée de Gateaux du semi-groupe

Soient u, up les solutions du probléme d;u + Div(uV/(u)) = 0 avec conditions
initiales wo, o + hro. Soit r la solution du probléme linéarisé

O¢r + Div(rV(u) + uDV(u)(r)) =0, r(0) = ro et soit z, = u + hr qui vérifie
alors

Orzp + Div (z;,(V(u) + hDV(u)(r))) = h2DiV(rDV(u)(r)) , zn(0) = uo+ hro.

On utilise ensuite le Thm (Flux/Source) pour comparer up et z,. On obtient

1 1 1
ﬁ”uh - Zh|||_oc([o,T[,|_1) <F(T) (E”Uh - U||foc(|_1) + EHUh - Zh|||_oo(|_1)>
(BT
+ hC(B)Te @ ||r|||_oc>(wl,1)H"||Loc(L1) )

avec F croissante et F(0) = 0.
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