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1 Intitulé

Le but de ce projet est ’étude d’une équation parabolique avec petits parametres intervenant
dans un modele de transition de phases. Ce type de phénomenes est tres étudié en physique des
matériaux : phénomenes de solidification, d’évaporation, etc. et fait toujours 'objet d’intenses
efforts de modélisation. Le projet proposé porte sur I’étude du modele simple de solidification
suivant : dans un milieu monodimensionnel —i.e. toutes les quantités ne dépendent que du temps
et d’une seule coordonnée spatiale—, la proportion de la phase solide satisfait ’équation :
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— 6 est un parametre mesurant la prédominance de la phase solide sur la phase liquide,

— € est un petit parametre correctif.

Un article datant d’une dizaine d’années de Gardner et Jones [3] étudie I’existence d’ondes
progressives pour ce modele (i.e. des solutions de la forme ¢(z + ct)) et leur stabilité —i.e. que
se passe-t-il si I'on résout avec une donnée initiale proche d’un profil d’onde 7— Les méthodes
utilisées pour la premiere partie utilisent une version géométrique d’une classe de théoremes de
variétés invariantes (théorémes de persistance de Fenichel) ; pour la deuxiéme partie les méthodes
utilisées sont des méthodes topologiques relativement élaborées. Il se trouve que la démonstration
de Gardner et Jones peut étre trés simplifiée par 'emploi de méthodes d’équations aux dérivées
partielles. Le projet consistera donc a étudier ce systeme avec des méthodes analytiques.

On considere I’équation :
dop 1 e 0 B
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P=>7_ ar X% a1 >0, a, #0 et f(z)=2(1—x)(z—0)

Le but est de démontrer le théoreme :

Théoréme 1.1 On suppose que P n’admet que deuz racines réelles, a savoir deux fois la valeur
zéro. Pour faciliter la démonstration, on suppose de plus que les racines non-nulles de P sont deux
a deux distinctes. L’équation (1) admet alors un unique profil d’onde progressive qui de plus est
stable.



2 Existence d’une onde progressive

On sait que pour € = 0, I’équation (1) admet une unique solution sous forme d’onde progressive
qui tend vers 0 quand z — —oo et vers 1 quand z — +oo, & translation prés (cf. [6]). C’est a dire
qu’il existe un unique couple (¢, ¢g) tel que toute solution onde progressive ¢ s’écrive :

Y(w,t) = gpo(x — 20 + cot)

On cherche alors une solution sous forme d’onde progressive pour le systeme perturbé :

¢(xat) = ¢(x + Ct)‘
On obtient, en posant £ = x + ct :
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On pose : u; = ¢, U1 = ug, Ug = Uz, EUF = Uy, - .., EUap—1 = U2p. L'équation s’écrit alors :
n—1
k n_.-
cug + g ar(—1) uggy1 + an(—1)"etiay, = f(u1)
k=1

Soit x := (us,u4, ..., us,) la variable rapide et y := (uj, ug) la variable lente. On a le systéme :
{ [:‘i:p(l’,y,{:f) (2)
y=q(z,y,¢)
auquel on voudrait appliquer le théoreme de variété invariante de Fenichel :
Théoréeme 2.1 ( variété invariante de Fenichel (cf. [5])) Soit My la variété critique qui cor-

respond a 'ensemble des solutions du systéme (2) pour e = 0. On suppose que My est normalement
hyperbolique par rapport au systéme dit “rapide” :
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Cela signifie que le systéme (3) linéarisé admet exactement 2 valeurs propres sur l'axe imaginaire,
la variable lente étant de dimension 2.
Alors, pour € > 0 pris assez petit, il existe une variété M. telle que :

- d(MQ,ME) = O(E)

— M, est difféomorphe a M

— M. est invariant sous le flot du systéme (2).

Par conséquent, il faut tout d’abord s’intéresser a la variété critique M.
Variété critique
Quand € = 0, le systéme (2) devient :

Ug =us = -+ =1ugp =0
CUQ*alulS:f(ul)
U1:¢, ’LL2:¢/7 U3:¢//

Les valeurs propres du systeme (3) linéarisé sont celles de la matrice :

0 0 0 0
0 0 0 e 0
0 1 0 0
M = 0 1 0
0 0 0 e 0 1
_1\yn—1
* * (_1)77?1101” O ((i)l)'rH»?Z;l 0



dont le polynéme caractéristique est :

k=1 k=1

Et xp(ix) =0« P(z)=0.

Ainsi les valeurs propres ne sont pas imaginaires pures, hormis deux d’entre elles si et seulement si
P n’a que deux racines réelles, a savoir deux fois zéro. On suppose désormais que cette hypothese
est vérifiée.

On peut alors appliquer le théoréme de Fenichel : sur My, 3 h € C* telle que z = h(y). En
effet : (ug,...,uz,) = (CU%{(“”,O,...,O).
Pour ¢ assez petit, il existe donc M., invariant sous le flot de (2), difféomorphe & M, tel que

d(My, M.) = O(e). De plus, sur M., on a :

z = he(y) = h(y) +ehi(y)

Avec h., hy de classe C*°.
Cela revient & dire que, sur M, : (us,...,us,) = (Lf(“l), 0,...,0) + ehy(uy, uz).

a1
En particulier : uz = Curai{("l) + eh1 3(u1,uz) avec hy 3 de classe C°. Comme u; = ¢, us = ¢/,

us = ¢, ’équation devient alors :

a1¢” = c¢’ — f(¢) + e 3(¢, ¢)

Ainsi on a ramené le probléme de perturbation singuliere avec des dérivées 2n°™¢ a un probleme de
perturbation non-singuliere : il faut désormais s’intéresser & une équation différentielle non-linéaire
de degré deux.

Connaissant (cop, ¢g), solution du systéeme non-perturbé; quand € # 0, on va chercher une
solution sous forme de perturbation :

eme

{ ¢ =¢otey
c=co+ed

Les conditions aux limites donnent de plus : ¢(—o00) = 1 (400) = 0.
Et on peut imposer par translation : ¥(0) = 0.
En reportant dans 1’équation, on trouve :

—and + oy’ = Qo) +dbh = Je? " (60) + edd! + h,w) = H(p, o)
=Ly

On est donc amené a étudier l'opérateur linéaire L. On cherche en particulier a le mettre sous
la forme T 4+ K, ott T est un isomorphisme et KT~! un opérateur compact, ceci afin de pouvoir
appliquer le théoreme de lalternative de Fredholm (cf. [2]) :

Théoréme 2.2 (Alternative de Fredholm) Soit E un espace vectoriel etk : E — E un opérateur
compact. On a alors :

- N(I + k) est de dimension finie.

~ R(I +k) est fermé et R(I +k) = N(I +k*)*.

- N{I+k)={0} RI+k)=FE

- dim N(I + k) =dim N(I+k*).

On se place sur Iespace vectoriel UC,(R) des fonctions uniformément continues et bornées et on
pose :

Ty = —ar” + cot)’ = (f'(0)y + (L =) f (1)

ol v est une fonction C'*° égale a 1 sur [—oo, —1] et & 0 sur [0, +o0].



T est alors un isomorphisme car :

—(f'(0) + (1 =) f'(1)) Z min(—f'(0), - f'(1)) > 0
Soit alors K :=L —T.O0n a: K¢ = (—f"(¢o) +vf(0) + (1 —~)f (1)),
et —f'(¢o) +7/(0) + (1 =) f'(1) — 0 quand z — Foc.
Ceci permet de montrer que KT ~! est compact (cf. [6]).

+o0

D’autre part, on pose e* tel que : (e*,u) = [ e~0%/% ¢! (v)u(z)dx.
e* est alors dans N(L*) car Vu € E, (L*e*,u) = (e*, Lu) = 0. Et comme :

—+oo
(e*, ) = [ e~cor/a gl (£)2dz > 0, on peut normer e* de sorte que (e*, ¢h) = 1.
—0o0
Or, ici, N(L) = Vect(¢p). Done, d’apres Valternative de Fredholm : N(L*) = Vect(e*) et le
projecteur sur R(L) est :
7 [u— u— (e*,u) ¢yl
De plus, L et m commutent.
On peut alors décomposer toute fonction u sous la forme :
u= 7(u) +{e",u) ¢
~—  N——
€R(L) eN(L)
Ce qui permet de voir que L réalise un isomorphisme sur son image, puisqu’on a la somme directe :

E=RIL)GN(L).

On réécrit I'équation : Ly = H (¢, ¢") — dey,.
En appliquant 7, ou e*, ou en prenant la valeur en zéro, on obtient le systeme :

L(m(¢)) = w(H (¢, ¢"))

d=(e*, H(y,))) (4)
(e, v) =~y

Pour trouver une solution a ce systeme, on y substitue les 1 par des x dans le membre de droite
et on voudrait appliquer le théoreme des fonctions implicites. B

Comme L est un isomorphisme sur son image, on peut trouver ¢ € R(L) tel que Ly = w(H(x, x’))-
On a d’autre part : d = {e*, H(x, X'))-

Connaissant v, on connait alors (e*, ) = 7%.

Ainsi on trouve une unique solution au systeéme, a savoir :

{wmm=¢+@%W%
du(x) = (e, H(x.x'))

On considere alors I’application :

F:(H,x,0)— (x —¢ur(x),0 —du(x))

qui est une application C?! telle que F(H, x,d) = (0,0) & x = ¥u(X),0 = du(x)-

De plus, DF), 5(0,0,0) = id est un isomorphisme. On peut donc appliquer le théoréme des fonctions
implicites : il existe U voisinage de 0, V', voisinage de 0 dans UC,(R) x R , ® difféomorphisme de
U dans V tel que, pour H € U, on ait :

F(H,®(H)) = F(H,x(H),5(H)) = (0,0) & { f;((g)) :flb:(gcx(%)))

Et on a trouvé une solution au systeme (4), ce qui montre l'existence d’une solution au systéme
perturbé.



3 Stabilité de ’onde progressive
Définition
Une onde progressive u est dite asymptotiquement stable si 3 € > 0 tel que Yug € E :
[luo — U)o < €= 3k tel que ||u(z,t) — a(xr — ¢t + k)||oo — 0 quand t — +oo

o u est la solution telle que u(t = 0) = ug.

3.1 Systeme non-perturbé
Pour ¢ = 0, 'équation (1) s’écrit :
O — a1 0w = f(u)
Si on pose : £ =z + ct, I’équation devient :
O + cOev — a10,5u = f(u)

On s’intéresse au voisinage de la solution onde progressive, on pose donc : u := v+ ¢@g. En reportant,
il vient :
Ov + cOgv — a10¢ev — f'(Po)v = g(v)

=:Lv

ot g/v — 0 quand v — 0.
On s’intéresse alors au spectre de L afin de pouvoir appliquer le théoréme de stabilité asymptotique :

Théoréme 3.1 (stabilité asymptotique(cf. [4])) On considére ’équation, sur X, espace de
Banach :

=+ Au = f(u)

dont ug est un point d’équilibre.
On suppose que f est localement lipschitzienne en u et que : f(ug+v) = f(ug)+Bv+g(v), ot B est
un opérateur linéaire borné et ||g(v)|| = o (|[v]]). Si le systéme différentiel linéarisé : % + Av = B
est asymptotiquement stable, alors ug est asymptotiquement stable pour l’équation originelle.

On a méme, si c(A — B) C {\; Re\ > 8 > 0}, alors il existe p, M, tels que :

[y = wol| < 4= = |l = uol| < Me™|[uy — ugl|

ot U est ['unique solution de CC%‘ + Au = f(u) telle que @(0,.) = uy, qui existe bien.

Localisation du spectre de L = A — B

Soient A € C tel que Re(\) < 0 et v, une fonction bornée non-nulle telle que : Lv = Awv.
Comme f/(¢g) admet des limites strictement négatives en +o0o, et qu’on sait que les solutions d’une
équation linéaire & coefficients variables dont les coefficients admettent des limites finies en oo ont
le méme comportement asymptotique que les solutions des équations aux limites, on a au moins :

v(€) = O(elEl/9) en +o0.
clé]

_ et _
On pose : w(€) = v(€)e” ze1. Alors w(§) = O(e” 2o1) et w vérifie 'équation symétrisée :

C2
w4 — (A -+t f’(¢o(£))> w=0
a1

4a1

On est ainsi ramené & un probleme auto-adjoint dans Lo(R); on en déduit donc que les valeurs
propres sont réelles et on peut supposer w réelle, en considérant séparément les parties réelles et



imaginaires, qui vérifient alors la méme équation.
On prend w de norme gale 1 dans Lo, alors :

+oo
2
)\=a1/w'2—all(f/(¢o)—46al)w2

— 00
Lorsque w varie parmi les fonctions H; de norme 1 dans Lo, cette intégrale reste bornée supérieurement,
puisque f’(¢g) est bornée. Elle est aussi bornée inférieurement. Donc la borne inf existe ; en outre,
il est possible d’extraire une sous-suite convergente d’une suite minimisante et cette sous-suite
converge alors vers une fonction réalisant le minimum. Avec cette fonction on obtient la plus petite
valeur propre. Or, si w réalise le minimum, alors |w| aussi. On peut donc prendre w > 0.

En outre, si ¢(£) = gbf)(g)e*%, ona: a% (—% + f’(¢o)) = —%/ et 1) > 0. Donc, apres intégration

par partie, on obtient :
“+oo

Tl aes

Alors A = 0, donc % = q%{) = cste. Et 0 est valeur propre simple; N(L) = Vect(¢y).
D’autre part, pour le spectre essentiel, on a par théoreme (cf. [4]) :
(:[Irl)\)2 : ! !

77— = min(—f'(0); —f'(1)) > 0

Hormis 0, le spectre est donc dans {\; Re\ > g}, avec § > 0, car en-dehors du spectre essentiel,
les valeurs propres sont isolées.
Ceci permet de voir que le systeme linéarisé est asymptotiquement stable :

o.(L) C {)\ ; Rex —

C

Stabilité asymptotique du systéme linéarisé (cf. [4])

On considere la courbe {G(k) = ¢o(. + k) — do }rer qui est telle que :
pour k proche de 0, Lo = g(¢) ; L' =0; ¢(0) =0; ¢'(0) = ¢).
Ona:N(L)= Vect(qgol). Soit u la solution de I’'quation associe wg, proche de ¢g. La décomposition
de v =u — ¢y € Cy s’écrit donc, pour k proche de O :

u=¢(k)+y, y € R(L)

Et on a: p gk p
U ~ v R .
_— = — _— = — L
= )+ = g(3) +y) — LK) + )
On peut de plus trouver e* € N(L*) tel que (e*, ¢p) = 1.
L’équation se dissocie alors en deux, en appliquant e* et en projetant sur R(L) par m, projecteur
sur R(L) paralllement N(L) :

dk _ (€96 +y)—g(d(k)
dat — < <e*,q§’(k)> > - a(kvy)

W+ wL(y) =7 (9(d(k) +y) — g(3(k)) = &' (R)alk,y)) = blk,)

Et a(k, y)| + [[o(k, y)[| <~(l[yll + [K))[ly]| ot v(x) — 0 quand 2 — 0.
On a de plus la condition initiale : a t =0, k = kg et y = yo.
Alors, comme o(wL) C {Re(\) > S > 0}, on a d’apres le théoreme 3.1 :

k)] <6 = b(k,y) = O(ly]|)
= [ly@)]| < Ke~ |yl
= |51 = O0le™ " [loll)
= Jkoo tel que [k(t) — kool + [ly(t)]] = O(e™"")
= [[v = ¢(koo)|| = O(e™")
= |lu— o(. + ko)l = O(e™)

Ainsi % + Lu = 0 est asymptotiquement stable. Par le théoreme 3.1, I’équation de départ est
asymptotiquement stable.



3.2 Systeme perturbé

L’équation (1) devient, en posant £ = x + ¢t et en linéarisant prés de ¢y :

Ayu + cu + Z ak(_l)kEQk—Qu@k) _ f/(¢0)u
k=1

On pose donc : L = cu’ + 31_, ap(—1)Fe2 =24k — f'(¢g)u et, de méme que dans le cas non-
perturbé, on recherche des informations sur le spectre de L, ce qui est un point crucial de la
démonstration.

Localisation du spectre de L

On a, en utilisant ’égalité de Plancherel-Parseval :

/R (A — Lu) = Ml 2 — 2 / i) e + 3™ )+ / (@) ($(z))da

Ou 4 désigne la transformée de Fourier de u.
Si on considére séparément les parties réelle et imaginaire, on trouve :

Mal? - 25 / Pey)li(y)dy + / () ' (é(x))dx = Re / a(u — Lu)
m ul|? = 27e U 2 =Im | w(lu — Lu
2 — 2 /R| (0)Pydy =1 / (u — Lu)

Or, par hypotheése P n’a que deux racines réelles, a savoir deux zéros et a; > 0, donc IK > 0 tel
que Vx € R, Kz? < P(z). Donc :

/ Ke2y2a(y) Py < / Pey)li(y) dy

D’autre part : ( [g yla(y)|? dy) < o] [ v*la(y)*dy. Dot :

(O al?)? <2 (1o [ (- Lu>)2 rante ([ y|a<y>|2dy)2
2 (Im/Rﬂ()\uLu))2+87r262|ﬂ||2/Ry2ﬁ(y)|2dy
§2<Im/Ru()\u—Lu))2 8”202” ||2/P5y (i) 2dy

_2(1m/Ra(AuLu))2+8”202| ||26 <Re il + /\u EF (6(x ))d:z:Re/Rﬂ()\uLu))

D’autre part, Re [ a(Au — Lu) < |[u].||[Lu — Aul|.
De méme pour la partie imaginaire. On obtient donc :

(V)21 full* < 2ful 2l Lu—Au [+ Hull2 (Re( Ml + [Jul]. \ILu—AuII+/Iu W f (6(x ))dw>

Et Lu = Au implique :

2| ||t §u2 e(N)][|u|? w(@)|?f'(o(x))dx
(2l < 22 ) (R<A>| P+ [ s ois)

. 2¢2
1-6-V02?, Im(A ) —n Re(A KH |2/ | f(o(x))dx



2

2 m(\)? — 262111{ 2y ; = }
& W= Je I = Re(Y) < inf { [ Jula) P (@) de s full = 1

Et le spectre est contenu dans une parabole tournée vers la droite, et ’ensemble des valeurs propres
de partie réelle négative est borné par une constante C'.

nx=y2 -C

Maintenant, on aimerait montrer que les valeurs propres de 1'opérateur L, pour e proche de
0 sont en fait de parties réelles positives. Pour cela, on va utiliser la fonction d’Evans qui est le
déterminant d’une base de solutions du probleme aux valeurs propres Lu = Au, et qui a pour
zéros les valeurs propres A du systeme. Si il y a convergence vers la fonction d’Evans du systeme
non-perturbé lorsque € — 0, on aura alors le résultat, puisque le systeme non-perturbé a ses valeurs
propres de parties réelles positives. On cherche donc a approcher une base de solutions :

Base de solutions

On écrit ’équation sous forme de systeme différentiel de degré un en posant :

U= (u,u' v, ..., u®)
On a alors :

0 1 0 0

0 0 1 0 0

. : 0 1 0

U' = ) U
0 0 0 1
_OH@) e e DT an g

olt ¥ = (—1)"Hlgn=2q, .
Et le polynéme caractéristique de la matrice est :

Q= v [CX —a X%+ zn:(—l)kaw%ﬂX% —(A+ f/(fi)))}

_1\n+1-2n—2
(=1)ntle an, =
On effectue le changement de variable : Y = ¢ X, alors :

1
(—1)ntig2ng,

Q=

ceY —a1Y? + zn:(—l)kaky% - 52()\ + f’(qﬁ))]
k=2

Comme P(X) n’admet que deux racines réelles, a savoir deux zéros, P(iX) n’admet aucune ra-
cine imaginaire, hormis deux zéros. Pour ¢ assez petit, par perturbation d’une racine non-nulle de
P(iX), on obtient donc une racine non-imaginaire de @, puisque dans le polynome en Y, le terme
dominant est P(iY).

Ainsi, en Y on a 2n — 2 racines d’ordre 1, et deux racines d’ordre €; i.e. , en X, 2n — 2 racines
d’ordre é et deux racines d’ordre 1.

On cherche ensuite a déterminer une base de solutions du systeme. On effectue alors le chan-
gement de variable : © = €.



L’équation devient :
ceu’ —aju” + Z DFapu®® — 2+ f/(¢)u =0

Ou bien, matriciellement :

01 0 0 0 0 0
U = O . U+e ' . |U
O O 7% 5()\+f/(¢0)) C 0 0
I3
=—Ap -5

o = (—1)"*lq,

Les valeurs propres de Ag sont alors les racines de P(iX), qui sont deux & deux conjuguées et
non-imaginaires, hormis deux zéros. On suppose de plus que les racines non-nulles sont deux a
deux distinctes. Ce sont :

H’l?ﬂlw"aﬁpa 0, 0, M;D+2>"'7ﬁn71
— —— ——_———
Re>0 Re<0

Avec Re p11 > Re po > ... Re pp > 0> Re pipy2 > ... > Re py—1. Soit A; la sous-matrice de Ag
dont les valeurs propres sont les valeurs propres non-nulles de Ag. A; est alors diagonalisable, et
on peut se placer dans une base de diagonalisation normée (Uy, Uy, ...U,). On va alors chercher
des solutions du systéme perturbé proches des solutions du systéme U’ + AyoU = 0, qui sont les
vecteurs :

u;(€) = Uje "
ou Uj S N(AO — ,ujI).
Soit j € [1;n] et on pose : v = u; — u ol u est solution du systéme perturbé, en supposant de plus
[v(€)| < Celu;(&)|e’ll = Ce|U;|edlél e~ Remst,
L’équation v’ + Agv = e Bv + ¢ Bu; devient alors pour la k™ composante :
vy, + pgvg = € (Ug, B(uj +v))
La solution v de ce systeme a alors pour composantes :

sij<k, vp=e HE ffoo (=1 (U, e B(u; + v)eti) dn
sij=k, wvp=e M f(f el =1 (U e B(u; + v)ets™) dn
sij>k, v =e M fgroo el =r)n (U e B(uj + v)etsm) dn

Le probléme revient donc a chercher un point fixe a I’application :

+oo B 13
Fj:v— e““f/ e =1 (e e B(uj +v)et ) dn, . .., e_“”f/
3

—00

e(ﬁn_uj)n <ek7 EB(UJ + U)eujn> d”)

en se plagant sur 'espace X2 ot X = {v: R — C;3 C € R tel que |[v(£)| < Celu;(£)|e’lél}, espace
de Banach muni de la norme : |||v||| = supg|e01&leRerity)|
Alors, pour j < k, on a, sachant que B est bornée puisque |\ < C :

‘e—ukf ffoo e(hk—p;)n (Ur,eB(v —w)etiydn| < el||Bl|lso|||v — w]||e~Rerers ffoo e(Renr—Rep; )01l gy
< elllBllloollv — wl]|Cste(€)

De méme on majore les autres intégrales. Donc, pour € assez petit, I} est contractante. On peut
alors appliquer le théoreme du point fixe de Banach : il existe un unique v tel que v = Fj;(v). Ainsi
on a trouvé une solution au systeme perturbé, assez proche de la solution du systeme non-perturbé.

Maintenant, on suppose que p = 0. On cherche alors une solution proche des vecteurs ®; =

(1,94, (bg%*l)) et Oy = (¢, b, ..., ¢22n 2 ) ol ¢1 et ¢ sont les solutions du systéme non-
perturbé; i.e. ¢® — a1 ®” — (A + f'(¢o)® = 0. Un calcul similaire montrerait que ’on peut trouver
®y ., Py proches de ®; et P,.



Fonction d’Evans

Essentiellement, la fonction d’Evans D est le déterminant des vecteurs propres du systeme
différentiel.
DE()‘) = dét[(z)lﬁ:‘a ¢2,87 cee aéQn,E}

D’apres [1], la fonction d’Evans dépend de A mais pas de £ et est analytique.

De plus, D:(A) = 0 < X est valeur propre de l'opérateur L.. Or on sait que les valeurs propres
de L sont toutes de parties réelles positives et isolées au voisinage de zéro. Il suffit donc de
voir que, & une constante multiplicative pres, e"?"~Y D, — Dy lorsque ¢ — 0 pour conclure, &
I’aide du théoreme de Rouché, que les valeurs propres de L. sont de parties réelles positives et
que 0 est une racine simple de D.(\), pour € assez petit. En effet, selon le théoreme de Rouché,
si deux fonctions analytiques sont assez proches, alors elles possedent le méme nombre de zéros,
comptés avec multiplicité. D’autre part, supposons que N(L.) n’est pas de dimension 1. Soit
u € N(L:)\Vect(¢.). u possede alors une composante selon 1'un des u;, avec j # p, sinon en
passant & la limite en €, on aurait une contradiction avec la dimension de N(Lg). Mais u ne peut
donc pas étre bornée en —oo et en +oo. Par conséquent, dim(N(L.)) = 1, et le théoreme de
multiplicité algébrique s’applique (cf. [1]). On a vu que les vecteurs propres sont proches des u; et
de ¢1, ¢o, base de solutions du systéme non-perturbé. Ainsi, en O(¢2), on a, dans le systéme de
coordonnées initial, en revenant a la variable x :

¢1 ®2 1 1
¢>’1 ¢ om
2 2 1 u Bn
D.N=| £ el g =
’ 2n—1 2'r.L—1
) S = P B
1 P11 92 _
= on@n—1) | e¢, e, |M1|2~~|Mn‘2VdM(2n—2)[,U1a~~~7,Un]

On a donc la convergence souhaitée. Les valeurs propres ont donc des parties réelles positives pour
€ assez petit, ce qui permet, comme dans le cas non-perturbé de conclure a la stabilité.

Conclusion

Ainsi, on a démontré I'existence d’une onde progressive pour une équation aux dérivées partielles
perturbée singulierement. Ceci par des méthodes analytiques, notamment grace au théoreme de
variété invariante de Fenichel puis par application du théoréeme des fonctions implicites.

La stabilité de I'onde progressive a ensuite été démontrée, dans le cas du systeme non-perturbé.
Pour cela, on a utilisé le théoreme de stabilité asymptotique, pour l'application duquel il faut
étudier la répartition du spectre de I’équation linéarisée. Dans le cas perturbé le théoreme de
Rouché appliqué a la fonction d’Evans, dont les zéros sont les valeurs propres de 'opérateur linéaire
considéré, permet une nouvelle fois d’obtenir la stabilité en comparant au cas € = 0.

On a donc retrouvé en totalité les résultats de [3] par des méthodes moins élaborées.

L’étude pourrait étre poursuivie dans une des directions suivantes :

— question de la modélisation,

— existence de solutions au probléeme d’évolution,

— estimations uniformes en ¢ ,

— stabilité globale, ...
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