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ainsi qu’au cours d’analyse complexe de Michele Audin.



L’analyse réelle, c’est I’étude des fonctions de R dans R, et surtout des fonctions régulieres : continues,
dérivables, de classe C', C™ etc. En analyse complexe, nous allons étudier les fonctions de C dans C, continues,
mais surtout dérivables. Pour une fonction de C dans C, on emploie le terme “holomorphe” plutot que dérivable,
et on verra qu’une fonction holomorphe, ie dérivable une fois au sens complexe, est infiniment dérivable. Nous
démontrerons plus précisement le théoréme suivant : une fonction f est “holomorphe en un point zy” (c’est-a-
dire que la limite lim M

existe dans C) si et seulement si f est développable en série entiére autour
Z—r20 zZ— 20

+oo
de ce point (c’est-a-dire 8’1l existe un voisinage de zp sur lequel 'égalité f(z) = Z an(z — )" soit vérifiée).
n=0

Ces théoremes font intervenir des notions topologiques, et des résultats sur les séries numériques et séries de
fonctions. Commengons donc par des rappels de topologie et d’analyse.

Rappels de topologie et d’analyse

1. Notions de topologie générale sur C

— Muni du module | . |, le corps C est un R-espace vectoriel normé de dimension deux. Le module d’un
nombre complexe a + b est |a + ib| = vVa? + b2.

— Sur C, toutes les normes sont équivalentes.

— C est complet : toute suite de Cauchy a valeurs complexes est convergente.

— Boule ouverte de centre zg et de rayon r :

B(zp,r) ={2€C:|z— 2z <r}

On dit souvent aussi “disque ouvert” de centre zg et de rayon r, que l'on note D(z, r).
— Boule fermeée de centre zy et de rayon r :

B(zp,7) ={2€C:|z— 2| <71}

— Les ouverts de C sont les réunions de boules ouvertes. Par exemple,
le quadrant {z € C: Re(z) > 0 et Im(z) > 0}
la couronne {z € C: 1< |z| < 2}.
— Les fermés de C sont les complémentaires des ouverts.
— Adhérence/intérieur d’'une partiec A de C :
A est I'intersection de tous les fermés de C contenant A.
A est la réunion de tous les ouverts de C inclus dans A.
— Les parties compactes de C : ce sont les fermés bornés de C.

2. Séries a valeurs dans C

— La série de terme général (u,),>o : cest la suite (Sp)n>0 avec S, = >, _,uy. La série de terme
général (un)n>0 est convergente si la suite (S, )n>0 est convergente. Dans ce cas, on note Z::) U, sa limite
(attention : ga n’est qu'une notation!).

— La série de terme général (u,),>0 est absolument convergente si la série de terme général (|u,|)n>0
est convergente.

Théoréme 1 (échange 3 )
Soit (Up,q)p>0,q>0 une famille de complexes indicée par N x N. Si
1. Pour tout entier p, la série de terme général (uy, 4)q>0 est absolument convergente, et

2. la série de terme général (E;ﬁg [tp,q|)p>0 est absolument convergente,

Alors les séries de terme (Z;ﬁg Up.q)p>0; ( ;:3 Up,q)g>0, €t (34— Up,g)n>0 sont absolument convergentes
et on a

400 +00 +o0 +o0o 400

Z(Z Up,qg) = Z(Z Up,g) = Z( Z Up,q)

p=0 ¢=0 q=0 p=0 q=0 p+q=n

Corollaire 2

Soient deux séries a termes complexes de terme général (un)n>0 €t (vn)n>0 €t absolument convergentes.



Alors la série de terme général w,, = Zp g=n UpVq €st absolument convergente et

+o00 +oo +oo
Z Wn = (Z up)(z Vg)
n=0 p=0 q=0

3. Séries de fonctions de C dans C

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions de C dans C, S une fonction de C dans C et A une partie de C. On
appelle série de fonctions (f,),>0 la suite de fonctions (Sy,)n>0 00t Sy = D1 _g fr(2).
Définition 3 (convergence simple, uniforme, normale d’une série de fonctions sur A)

On dit que la série de fonctions (fy)n>0 converge vers S
— simplement sur A si (Vz € A) |S,(2) — S(2)| = 0
n——+0o0

— uniformément sur A sisup,c 4 |S,(z) — S(2)] =7 0
n—-+0o0o

— normalement sur A sisup,c 4 |fn(2)| est le terme général d’une série convergente.

Nota bene. La convergence normale sur A implique la convergence uniforme sur A, qui elle méme implique la
convergence simple sur A.
Théoréme 4 (échange lim })
Soit (fn)n>0 une série de fonctions de C dans C, A une partie de C et a un point adhérent a A. Si
1. la série (f,)n>0 converge normalement sur A, et
2. pour tout entier n, la limite lim,_, f,(z) existe et vaut ¢,

alors la série l,, est convergente et

+oo

400 Foo
lm (3 fu(2)) = D (lim fu(2) = Y 4o
n=0 n—0

n=0

Pour les séries de fonctions de R dans R :
Théoréme 5 (échange f: )

Soit (fn)n>0 une série de fonctions de R dans R, continues sur [a,b], et qui converge uniformément sur [a, b].
Alors

b t°

o0 b +o0
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Chapitre 1

Séries entieres et fonctions analytiques

1.1 Rappels sur les séries entieres

1.1.1 Définitions
Définition 6 (série entiére)

On appelle série entiére (a,z"),>0 la série de fonction (anz™)p>0 ol (an)n>0 est une suite de complexes.

Définition 7 (rayon de convergence)

On appelle rayon de convergence de la série entiére (a,z"),>0 la quantité

p =sup{r € [0,4o00[ : la série entiére (|a,|r™),>0 converge}

Nota bene. p est le sup d’une partie non vide de R, réel si cette partie est majorée, égal a +oo sinon.

1.1.2 Propriétés

Lemme 8 (Lemme d’Abel)
Soient deux réels ro > 0 et M > 0 tels que

(VneN) |aplrg <M

Alors, pour tout r < g, la série (a,z")n>0 converge normalement sur B(0,7).

Proposition 9
Soit une série entiere (anz")p>0 de rayon de convergence p.
1. pour tout r < p, la série (a,2™),>¢ converge normalement sur le disque B(0,r).

2. la série (anz")n>o diverge pour tout z ¢ B(0, p).

Nota bene. 1. Attention au bord...
2. Si |apt1/an| —+> £, le rayon de convergence de (a,z™)n>0 est 1/4.
n—-+0oo -
3. Soient deux séries (anz™)n>0 et (bn2")n>0 de rayon de convergence py et pa. Si|ay,| < |by|, alors p2 < p;.
Proposition 10 (somme et produit de séries entiéres)

Soient (anz™)n>0 €t (bnz™)n>0 deux séries entiéres de rayon de convergence respectif py et py. Soit s, =
an + by et pp, = Zp_HFn apby. Alors les séries entiéres (s,2™)n>0 €t (Pn2")n>0 ont un rayon de convergence
au moins égal a min{p1, p2} et pour tout |z| < min{p;, p2} on a :

+oo +oo +oo
E anz™ + E bp2" = E Sp2"
n=0

n=0 n=0

+oo +oo +oo
(D anz")(Q 0nz") = D pas"
n=0 n=0

n=0




1.2 Fonctions analytiques

1.2.1 Definitions

Définition 11 (fonction analytique)

Soit zy dans C. Soit U un voisinage de zg et f une fonction de U dans C. On dit que f est analytique
en 2 si f est développable en série entiére au voisiange de zp, i.e. s’il existe un r > 0 et une série entiére
(@nz™)n>0 de rayon de convergence p > r telle que

+oo
(V2 € Blzo,r) [(z) = an(z — )"

n=0

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.

Ezemple. 1. un polynéme P de C[X] est analytique en 0, et méme en tout point zy de C : d’apres la formule
de Taylor,

n

si P(z) = Z apz" alors P(z) = Z PO (20)(z — z)F

k=0 k=0

2. €* est analytique en 0. La somme d’une série entiere de rayon de convergence p > 0 est analytique en 0.
Nous verrons qu’elle est analytique sur 'intérieur de son disque de convergence.

Proposition 12

L’ensemble des fonctions analytiques sur 'ouvert U est une algébre sur C.

Notation. On la note O(U).

1.2.2 Propriétés

Proposition 13 (Principe des zéros isolés, version série entiére)

Soit (anz™)n>0 une série entiére de rayon de convergence p > 0 et de somme f(z). Si au moins un des
coefficients ay, est nul, il existe un r > 0 tel que f ne s’annule pas sur B(0,7) \ {0}.

Corollaire 14

Une fonction analytique sur un ouvert U a un unique développement en série entiére au voisinage de chaque
point de U.

Rappels de topologie

Proposition-définition 15 (connexe)
Soit un espace topologique X . On dit que X est connexe si de maniére équivalente
1. X n’est pas réunion de deux ouverts non vides disjoints.
2. X n’est pas réunion de deux fermés non vides disjoints.

3. les seules parties a la fois fermées et ouvertes de X sont () et X.

Ezemples. 1. dans R, les parties connexes sont les intervalles. Une réunion de deux intervalles disjoints n’est
pas connexe.

2. dans un R-espace vectoriel, une partie convexe est connexe.
3. un R-espace vectoriel normé est connexe.
4. une boule d’un R-espace vectoriel normé est connexe.

Nota bene. étre connexe, c’est étre ”en un seul morceau”.

Définition 16 (point d’accumulation)

Soit A une partie de C et a un nombre complexe. On dit que a est un point d’accumulation de A si le
singleton {a} n’est pas un ouvert de AU {a} (pour la topologie induite).

Ezemple. 0 est un point d’accumultaion de ensemble {1 : n € N*}.



Proposition 17 (Principe du prolongement analytique)

U est un ouvert connexe de C, f et g deux fonctions analytiques sur U, A une partie de U et a un nombre
complexe dans U. Si a est un point d’accumulation de A et si f et g coincident sur A, alors elles coincident
sur U.

Nota bene. En particulier, si f est analytique et nulle sur un segment (ou une courbe, ou un ouvert) non vide
de U, alors f s’annule sur U tout entier.

Nota bene. Si 'V C U sont deux ouverts non vides avec U connexe et si f est analytique sur V', on appelle
prolongement analytique de f a U toute fonction analytique sur U qui coincide avec f sur V. Un tel
prolongement est unique s’il existe.

Proposition 18 (Principe des zéros isolés)

f est une fonction analytique sur un ouvert connexe U. Si f n’est pas la fonction nulle, et si f(z9) = 0, alors
il existe un r > 0 tel que f ne s’annule pas sur B(zo,7) \ {20}

1.3 Analycité des séries entieres

Proposition-définition 19 (série dérivée)
Soit (anz™)n>0 une série entiére de somme f(z) et de rayon de convergence p > 0. On appelle série dérivée
de (anz™)n>o la série entiere (nanz"’l)nzl, et dérivée de [ la somme Z:icl nan,z" 1. Son rayon de
convergence est p aussi.

Corollaire 20

| Une fonction analytique sur U y admet des dérivées de tout ordre.

Nota bene. On note f(z) la somme 372 na, 2"

Proposition 21

f est la somme d’une série entiére de rayon de convergence p. Pour tout z dans B(0, p), on a

fz+h) - f(z)

Théoreme 22 (Analycité des séries entiéres)

La somme d’une série entiéere est analytique a l'intérieur de son disque de convergence. Plus précisément,
siot (anz™)n>0 une série entiere de rayon de convergence p et de somme f(z). Soit zg dans B(z, p). Alors

+0 r(n)(,
vz € Blop— ) 1(2)= Y 1oz
n=0 :

.. ‘o (n) . ) N
Nota bene. En particulier, la série (fTW(z)”)nZO a un rayon de convergence au moins égal a p — |z|.

1.4 Exponentielle, logarithme

1.4.1 Définition, propriétés de ’exponentielle

Définition 23 (exponentielle)
+00 on
Pour tout z € C, on pose €* = Z —.

|
0 n!

Propriétés 24

1. la fonction z — e* est continue sur C et y admet des dérivées de tout ordre.

2. ¥(z,2') € C? exte' = e%e”




3. (Vz€C) e#=¢*
4 (W EeR) || =1

Nota bene. On peut ainsi, indépendament du logarithme définir la fonction de R dans R qui & x associe e*.
Elle est continue et méme C™ sur R, égale a sa dérivée, et vérifie e*e™® = 1. De plus, pour tout n dans N on
a e® > z™/n! donc lim, o €* = 400 et lim_., e = 0. Enfin, ¢* > 0 pour tout x réel donc x — e* réalise une
bijection continue de R sur R**. On appelle In sa bijection réciproque.

1.4.2 Fonctions circulaires de la variable réelle

Définition 25 (cosinus et sinus)

Pour tout x dans R, on pose
v | iz 0 on
; e et x
cost = Re(e'¥) = —— = 1"
(€)= 5= =2 V"G
n=0
i - too 2n+1
. el _ ol T
sineg = Im(e") = —— = -1
) == = LV gy
n=0
Nota bene. Comme (Vo € R) |¢?®| =1, on a cos? x +sin®z = 1
Propriétés 26
1. Les fonctions sin et cos sont C*° sur R. De plus, cos’ = —sin et sin’ = cos.

. 7’ . A \ 4 /
2. On retrouve les formules trigonométriques usuelles grace a e*+% = e“e*

Reste a étudier la périodicité de ces fonctions.

Lemme 27
La fonction cos s’annule sur RT.

Définition 28 (pi)
On appelle 7 le nombre 2inf{z > 0: cosz = 0}.

Proposition 29

| cos et sin sont périodiques de période 2.

1.4.3 Etude de z — ¢?

Propriétés 30

1. (V2 €C) e* =e*t2m

2. z+ €® a pour image C*.

3. Plus précisément, les solutions de e* = a = re'® sont Inr +i(0 + 277Z).

4. L’application = — €'® est surjective de R dans le cercle unité.

1.4.4 Logarithme népérien

Définition 31

On appelle logarithme népérien, noté In, la fonction de R™* dans R réciproque de I’exponentielle.

Proposition 32

In est C sur R et sa dérivée est x — 1/x.




1.4.5 Logarithme complexe

Définition 33 (détermination du logarithme sur un ouvert U)

U est un ouvert connexe de C*. On appelle détermination du logarithme sur U toute fonction f
continue de U dans C vérifiant ef?) = z pour tout z de U.

Nota bene. z +— e est surjective de C sur C* mais non injective.
Propriétés 34

1. II n’y a pas de détermination du logarithme sur C*.

2. Si f et g sont deux détermination du logaritme sur un ouvert connexe U de C*, il existe un k dans Z
tel que f = g + 2ikm.

Proposition 35 (détermination du logarithme sur B(1,1))

La série entiére ((—1)"~'2"/n),>0a pour rayon de convergence 1. La somme

“+oo

Z(_l)nfl (Z — 1)n

n
n=1

est une détermination du logarithme sur le disque B(1,1).

Proposition 36 (détermination du logarithme sur toute boule ouverte ne contenant pas 0)

Soit zg dans C* et 8y un argument de zy. La somme

‘ +o0 (_1)7171 2 — zo\n
lanQ| + 290 + Z n (T)

n=1

est une détermination du logarithme sur le disque B(zo, |20]).

Proposition 37 (détermination analytique du logarithme sur C\ RT)
La fonction f définie par
[ In|z| +iarcsin(Im(z)/|z]) si Re(z) >0
f(z) =< In|z| +i(m — arcsin(Im(z)/|z])) si Re(z) <0 et Im(z) >0
In|z| —i(m + arcsin(Im(z)/|z|)) si Re(z) <0 et Im(z) <0

est une détermination analytique du logarithme sur C \ R*.

Proposition 38 (détermination analytique du logarithme sur C\ (Rte®))

Il existe une détermination analytique du logarithme sur C\ (R*e??).




Chapitre 2

Fonctions holomorphes

2.1 Définitions, propriétés

Définition 39 (fonction dérivable au sens complexe)

U est un ouvert de C et f une fonction de U dans C. Soit zy dans U. On dit que f est dérivable en z si
o flzo+h) — f(20)

la limite lim

h—0 h
heC

existe. Dans ce cas, on note f’(zy) cette limite.

Définition 40 (fonction holomorphe)

U est un ouvert de C, f une fonction de U dans C. On dit que f est holomorphe sur U si f est dérivable
en tout point z de U et si la dérivée [’ est continue sur U.

Nota bene. 1. f est dérivable en zj si et seulement si

f(z0 +h) = f(20) + h.f'(20) + h.a(h) on flzli% alh)=0

2. Si a est un nombre complexe, I'application z — a.z est une transformation du plan appelée similitude.
En écrivant a sous la forme 7e*?, on se convainc qu’une similitude est la composé d’une rotation et d’une
homothétie. En particulier, elle conserve les angles.

3. Dans la plupart des livres, on ne demande pas & une fonction holomorphe f que sa dérivée f’ soit continue.
Nous verrons que ces deux définitions sont équivalentes.
Proposition 41
U est un ouvert de C, f et g deux fonctions holomorphes sur U.
1. VA eC) (AfY =S
2 (f+g9)=f+4
3.(f9)=f9+fg
4. Si f ne s’annule pas sur U, 1/f est holomorphe sur U et (1/f) = —f'/f?.

5. Si h est une fonction d’un ouvert V de C a valeurs dans U qui soit holomorphe sur V', alors g o h est
holomorphe sur V et (go h)' = (¢’ o h).h'.

Corollaire 42
L’ensemble des fonctions holomorphes sur U est une C-algébre (pour + et x).

Proposition 43 (”Les fonctions holomorphes conservent les angles™)

U est un ouvert de C, f une fonction holomorphe sur U et zy un point de U. On suppose que f'(zp) # 0.
Soient v, : [0,1] — U et 2 : [0,1] — U deux courbes de classes C' sur [0,1] se coupant en zy avec
~v1(to) = v2(to) = 20. Si 2z est un point régulier de 1 et 72, soient t1 et to les vecteurs tangents a 1 et 7y,
en zy. Soient u] et u} les vecteurs tangents a f oy et f o~y en f(zg). Alors

== =

(tlv tQ) = (1Tl>7172>)




2.2 Analycité des fonctions holomorphes

Remarque. Si (a,2")n>0 €st une série entiere de rayon de convergence p > 0 et de somme f(z), on peut retrouver
les coefficients a,, par la formule a,, = £ (0)/n!. Mais on a aussi pour tout 0 < 7 < p,

1 2 ) .
f(rezt)efzntdt

a, =
2mrn

Théoréme 44 (Cauchy)

Soit f une fonction holomorphe sur B(0, p).
1 27

1. le nombre a, = Py f(re®)e™™dt ne dépend pas de r < p.
T Jo

2. la série entiére (a,2")n>0 a un rayon de convergence au moins égal & p.

+oo
3. (V2 € B(0,p)) f(2) =) an"
n=0

1 27 ,reit .
Nota bene. 1. Au cours de la démonstration, on a montré la formule f(z) = o f(z,t ) re‘tdt pour
mJo rett—z

|z| <7 < p.
2. Si g est holomorphe sur B(zp, p), alors la fonction f : z — g(z¢ + z) est holomorphe sur B(0, p). On peut
donc lui appliquer le théoreme précédent et on a

400 1 2 ) )
g9(z) = Zan(z — zp)" sur B(z, p) avec a, = 2—/ g(zo +ret)e " dt
T Jo
n=0

Corollaire 45
Soit f holomorphe sur B(zy,p) et 0 < r < p. Alors

(Vz € B(zo,7)) f(2) = Lo Mre“dt

21 Jo 2o +reit —z

Corollaire 46

Soit U un ouvert de C et f une fonction de U dans C. La fonction f est holomorphe sur U si et seulement
si elle est analytique sur U.

Corollaire 47
Soit f une fonction holomorphe sur B(zg,r). Alors f est somme de sa série de Taylor en zy sur B(zg,r),

c’est-a-dire

oo rmyy,
wzeB@mn)f@):E:f—iﬁhz—%w

n!

Nota bene. En particulier, une fonction analytique sur B(zg,r) est développable en série entiere en z; sur
B(zp,7) tout entier.

Corollaire 48

Soient U et V' deux ouverts de C. Soit f une fonction analytique sur U et g analytique sur V avec f(U) C V.
Alors la composée g o f est analytique sur U.

Corollaire 49 (inégalité de Cauchy)

Soit f holomorphe sur un ouvert U de C. Soit zy dans U et B(z,r) C U. Alors, pour tout entier n on a

1 1
‘jf(”)(zo)‘ S o sup
n. " tefo,27)

flzo+ reit)‘




Corollaire 50 (égalité de Cauchy)
Soit f holomorphe sur un ouvert U de C, soit zy dans U et B(zg,r) C U. Alors

(n) 27 )
Z‘f ZO ‘ 2n_iA |f(ZO+T€lt)|2dt

o
n=0

2.3 Liouville, D’Alembert-Gauss, principe du module maximum et
application ouverte

Théoréme 51 (Liouville)

| Une fonction holomorphe sur C qui est bornée est constante sur C. |

Théoréeme 52 (D’Alembert Gauss)

| Soit P un polynome a coefficients complexe. Si P n’a pas de racine dans C, il est constant. |

Nota bene. En faisant la division euclidienne de P par X — « ou « est la racine de P et en itérant, on montre
que P se factorise par des polynomes de degré un.

Théoréme 53 (principe du module maximum)

alors f est constante sur U.

U est un ouvert connexe de C et f holomorphe sur U. Si |f| admet un maximum local en un point zy de U, ‘

Nota bene. 1. Dans le paysage analytique de f sur U (i.e. le graphe de |f| comme surface de R3), il n'y a
pas de ”sommets”.

2. Si f possede un maximum global sur z(c’est le cas si U est compact et f continue sur U), alors ce
maximum est atteint sur la frontiere de U.
Théoreme 54 (application ouverte)

U est un ouvert connexe de C et f est holomorphe sur U et non constante. L’image par f de tout ouvert de
U est un ouvert de C.

Nota bene. 1. Un ouvert de U, c’est un ouvert de C.

2. L’image d’un ouvert non vide par une application holomorphe non constante n’est pas ”petite”.

2.4 Equations de Cauchy Riemann

2.4.1 Applications R-linéaires, applications C-linéaires

Rappel. On note Lg(C) lensemble des applications R-linéaires de C dans C. C’est un R-espace vectoriel de
dimension 4, isomorphe & M5(R) : chaque u de Lg(C) peut étre représenté par une matrice & coefficients réels
dans la base canonique de C.

Nota bene. Si u est dans L¢(C) (i.e. si u est C-linéaire), alors u(z) = a.z pour un certain a de C. L¢(C) est
un C-espace vectoriel de dimension 1, mais aussi un R-espace vectoriel de dimension 2. Si une application u est
C-linéaire, elle est aussi R-linéaire : on a L¢(C) C Lr(C). Parmi les matrices représentant les applications de
Lg(C), on reconnait ainsi celles d’une application de L¢(C) :

Proposition 55

Soit w dans Lr(C). L’application u est dans L¢(C) si et seulement si sa matrice dans la base canonique (1, 1)

de C est du type (a

b _ab> ol a et b sont deux réels.

10



2.4.2 Fonction différentiable et fonction holomorphe

Rappel. Soit U un ouvert de R? et f de U dans R?. Soit (z0,yo) un point de U. On dit que f est différentiable
en (g, yo) si l'on peut trouver deux vecteurs a, b et une fonction S tels que pour tous réels k et £ on ait

fzo+k,yo+0) = f(zo,y0) + a-k+ bl + B(k, £)\/k2+ (2 avec lignﬁ =0

Ici, k et £ sont réels et a = ?(xo,yo) et b= g—f(zg,yo) sont dans R2.
Z )

On peut voir f comme une application de C dans C en posant
z:x+zy:(:c,y), 20 = (x()vyO)ﬂ et h= (kvg)

On a alors
f(zo+h)= f(20) +a.k+ 0L+ B(h).|h] avec li(r)nﬂ =0

Remarquez que lapplication h — a.k + b.£ est R-linéaire. C’est ce qu’on appelle la différentielle de f au point
(20,y0). Sa matrice dans la base (1,4) est appelée Jacobienne de f en (zg,yo)-

Rappel. Soit U un ouvert de C et f de C dans C. f est dérivable au sens complexe en zj si on peut trouver un
complexe « et une application v tels que pour tout complexe h on ait

f(zo +h) = f(z0) + h.ao+~(h).|h| avec li(r)n’y =0

Cette fois ci, application h +— h.a = a.k + ia.f est C-linéaire.

Nota bene. Une application dérivable au sens complexe en zy est différentiable en zy. Réciproquement :

Proposition 56

Soit un ouvert U de C, une application f de C dans C et zy dans U. L’application f est dérivable au sens
complexe en zg si et seulement si elle est différentiable en zg (i.e. admet des dérivées partielles en zg) et si
ses dérivées partielles satisfont I'une des deux choses équivalentes suivantes :

1. (g—iﬂ%)(zo):o
( 0P 0Q
1 (— ——=—)(20)=0

2'1 (6865 3;4) O avec P(z) = Re(f(2)) et Q(z) = Im(f(z)).
L (%Jrafy)(zo):()

Nota bene. Ces équations signifient simplement que la Jacobienne de f au point (zg, o) est la matrice d’une
application C-linéaire.
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