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Question de cours. Soit H un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel. Montrer que F* =
().
Réponse. « D » SoitG := F.Enutilisant'implication évidente [A C B C H] = Bt C A4,

nous avons G+ ¢ F*.

«C» Soity € F*.Soitx € G.Soit (z;) C F telle que x; — x. Par continuité (séparée) du

produit scalaire, (y, r) = lim(y, z;) = 0.z € G étantarbitraire, on obtienty € G+. [
J

Exercice # 1. Soita : R —]0, 0o[. Pour f : R — R, on pose
IF1l := supfa(z) [f(2)]; = € R} € [0, 00].
Soit E:={f:R—=R;|f|| < oo}
Montrer que (E, || ||) est un espace de Banach.

Réponse. Préliminaires. Par propriétés usuelles du sup, nous avons || f|| > 0, ||f + gl < | f]l +
lgll et ltf]l = IEIfI,V f,9: R— R,Vt € R (avec la convention 0 - co = 0).

E est un espace vectoriel, car ||| f|| < oo, |lg]| < 00,t € R] = [|f + gl < oo, |[tf]| < o0].

| || est une norme. Au vu de ce qui précede, il suffit de vérifier la séparation. Si || f|| = 0, alors
a(z) |f(z)] <0,Vz e R, dou|f(z)| <0,Va € R (cara(z) > 0),etdonc f = 0.

E est complet. Soit (f;);>0 C E une suite de Cauchy. (f;);>0 est donc bornée et nous avons

dim [f; = fill = lim sup || f; — fi| = 0. M
j,k—00 =0 k>
Etape 1. (f;);>0 converge simplement. Si z € R, nous avons

a(x) |fi(@) = fe(@)| < |f5 = fell, Vi, b = 0, 2)
d’ol en particulier

lim | fi(z) = fe(z)| < lim |[f; = fell/a(z) = 0,

J:k—00 jk—o00
dot (f;(x));>0 C Restune suite de Cauchy. Soit f : R — R, f(z) :=lim f(z), V2 € R.

J

Etape 2. Conclusion. En prenant, dans (2), j fixé arbitraire et k > j, k — oo, nous obtenons

a(2) |fi(z) = f@)] <sup || fy = fill, Y5, Yo €R,

>j

d’oti, d’une part (en utilisant le fait que ( f;) ;>0 est bornée)

Ifi = £l Sigp I f; — ful < oo, Vj>0. 3)
-}



D’autre part, (3) donne, pour j =0, fo — f € F,etdonc f € E (car fy € E). Enfin, en faisant
J — oo dans (3) nous obtenons, grace a (1), que f; — f dans E. O

Exercice # 2. Soit E := C([—1, 1], R), muni de la norme usuelle || | ..

1
I Soit: E — R, o(f) ::/ tF(t)dE Y f € E.
-1
On admet, et on ne demande pas de le montrer, que ¢ est bien définie et est une forme

linéaire sur E.
2. Montrer que ¢ est continue et calculer la norme ||| de ¢.

3. Montrer que, dans la formule

loll = sup{x(f); f € B, [ fl <1},
le sup n’est pas atteint.

Réponse. 2. est continue. Nous avons

1 1
()] S/ [l [f(B)] dt < ||f||oo/ tldt = [
dott p est contim;: et]¢| < 1. -
1, sit>1/j
Calcul de |||\ Soit, pour j > 1, f; : [=1,1] — [=1,1], f;(t) := < jt, si|t| <1/j.

—1, sit<—1/j
Clairement, f; est continue et || ;|| = 1,V j > 1. Nous avons
1
1= 35 = ¢l < lellifille = llel < 1. @)

(4) et le théoréme des gendarmes donnent ||| = 1.
3. Preuve par l'absurde. Soit f € E'telle que || f||, < lety(f) = 1.Ils’ensuit que

1 1 1
t=pln) = [ trwaes [ 0oL a<ifl [ =< .

<l
Les trois inégalités de (5) sont donc saturées, dott: (i) ¢t +— ¢ f(t) est > 0 sur [—1,1]; (ii)

itl ()] = [t||Ifll, pourtoutt € [—1,1]; (i) || fl|,, = 1. De (i) et (iii), | f(¢)| = 1 pour

tout ¢t # 0. Par continuité de | f|, nous avons également |f(0)| = 1. Donc soit f = 1, soit
f = —1. Dans les deux cas, (i) n’est pas satisfaite, contradiction qui achéve la preuve. O
Exercice # 3.
1. Rappeler:

(@) La définition de cy.
(b) Quelle est la norme usuelle sur cj.

(©) Quel est le sens de la dualité (¢y)’ = ¢'. (On ne demande pas de montrer cette

propriété.)



2. Montrer que cq est séparable.

3. Soient (27),>¢ une suite bornée de ¢y etz € ¢q. Sia? = (a?)n>0, V7 > 0, etz = (ay)n>0,

montrer 'équivalence entre les deux propriétés suivantes :
(i) 27 — zquand j — oo.
(i) a/ — a, quand j — oo,V n > 0.

Réponse. 2.Comme vuen TD, il suffit de trouver une suite de sous-espaces F,, de ¢y, de dimen-
sion finie et tels que : (P) pour toutz € ¢yete > 0,ilexistemety € E,, telsque ||z — y|| < e.
Choix de E,,. Soit E,,, :== {(an)n>0; an = 0, Vn > m},s.e.v.de dimension m + 1 de co.

(P) est satisfaite. Soient & = (ay)n>0 € ¢oete > 0. Soit m tel que |a,| < &, Vn > m. Soit

ay, sin<m
by = _ LAlors y = (by)n>0 € Epet |z —y|, = sup |a,| <e.
0, sin>m n>m

3.«=»Soit v, : ¢ = K, v,(am)m>0 = a,. Clairement, ,, est linéaire et |¢,| < 1, dou
©n € (o). Siaz? — z,alors p,(27) — p(x), et donc a?, — a, quand j — oo.
«<=»Grace alidentification (cq)’ = ¢!, nous avons & montrer que, pour touty = (b, )n>0 € £,

glggo (Zb al — Zb an> =0. (6)

n>0 n>0
Soite > 0. Soient 0 < M < coetm > Otels que |27 < M,Vj,|z|,, < M, et
£
b,| < —. 7

Soit jo (dont l'existence découle de 'hypothése a? — a,,, V n) tel que

S b= Y b
0<n<m 0<n<m
Sij > jo, nous avons, de (7) et (8),

<5, Vi = Jo (8)

anafl—anan < Z bpal — Z by, an +Z|b I —a,)|
n>0 n>0 0<n<m 0<n<m n>m
S SN S B S N (AR )
0<n<m 0<n<m n>m 72M
€
d’otu (6) et la conclusion de I'exercice. ]

Exercice # 4. Soient F et F' deux sous-espaces fermés orthogonaux d’'un espace de Hilbert H.

Montrer que £ + F est fermé.

Réponse. E et F' sont complets (fermés dans un espace complet). Soit (x;) C E + F telle que

r; — x € H.Nousavons x; = ¢; + f;,avece; € E, f; € I'. Nous avons

le; — exll® + 115 = ful®> = ll(es + £3) — (ex + fo)ll* = |z; — 2ll*, V4, &,



(car (e; —ex) L (f; — fx), Vj. k), dot
lim |le; —ex|| < lim |x; — 2k = 0.
Tim e = exll < T e —
(€;)j>0 est donc une suite de Cauchy de £, d’ott elle converge vers un e € E. De méme, ( f;),>0
converge vers un f € F. Par continuité de la somme dans un espace normé, nous obtenons
z; =¢e;+ f; = e+ f,dou, par unicité delalimite, v = e + f € E + F. O
Exercice #5. Soit H un espace de Hilbert réel. Soient (a,,),>0 C Runesuitebornéeet (f,,)n>0 C

H une suite orthonormée.

1. Montrer que la relation

Tx = Zan<x,fn>fn, Vo € H,
n>0

définit un opérateur 7' € Z(H).
2. Calculer T™.

Réponse. 1. A supposer la série donnant T'x convergente, Vo € H, T est linéaire, comme li-
mite simple d’applications linéaires. Soit M < oo tel que |a,| < M, Vn. Nous avons (grace a
I'inégalité de Bessel)

> anlz, fu) fall? =D (@)@, fu)? < MY (@, fa)? < M?|z]*. ©)
n>0 nzoz\;;’ n>0

La suite (a,(x, f) fn)n>0 étant orthogonale, (9) entraine la convergence de la série donnant
Tz, ainsi que
IT2l? = llan(x, fu) ful* < M2|a|?, Va € H.

n>0

De ce qui précede, I € Z(H) (et |T'|| < M).
2.Siz,y € H alors, par continuité (séparée) du produit scalaire, convergence de la série don-

nant 7'z, et linéarité du produit scalaire,

(y,Tr) = lim <y, Z an<xvfn>fn> = lim Z an (T, fn) (Y, fr)-

m—00 m—00
0<n<m 0<n<m
Par symétrie de la formule obtenue, nous avons (y, Tx) = (Ty,z),Vx,y € H,douT*y = Ty,
Vy € H,etdoncT* =T. O



