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Controle continu # 2
— Eléments de correction —

Exercice # 1. (4 p.) Soient H un espace de Hilbert réel et " une partie non-vide de H. Montrer que F'* =
—_—
Vect(F) .

Solution. 1l est immédiat que, si A C B C H, alors Bt C At. Comme F' C Vect(F) C Vect(F), il
s’ensuit que

Vect(F)L C [Vect(F)|*: ¢ F+. 0)

Montrons que les inclusions inverses dans (1) sont encore vraies, ce qui permettra de conclure.
Etapel. F+ C [Vect(F)]*. Soitz € F*. Soity € Vect(F). Soientn € N*, \,....\, €R, f1,..., [n €
Ftelsquey = 37 | \;f;. Parlinéarité du produit scalaire et le fait que (z, f;) = 0,V j (carx € Ftet
fj € F), nous avons

(w,9) = 3 il fi) = 0.

y € Vect(F) étant arbitraire, il s'ensuit que z € [Vect(F)]*.

Etape 2. [Vect(F)]*+ C Vect(F)L. Soit z € [Vect(F)]*. Soity € Vect(F). Soit (y,) C Vect(F) telle

que y, — y. Par continuité du produit scalaire et le fait que (z,y,) = 0,Vn (car x € [Vect(F)]* et
yn, € Vect(F)), nous avons (x,y) = lim, o (z, yn) = 0.
y € Vect(F') étant arbitraire, il s’ensuit que = € Vect(F)l. O

Exercice # 2. (7 p.) Nous travaillons dans R" (avec n > 2), muni de la norme euclidienne usuelle

n 1/2
Iz, = <Z(i€¢)2> Vo= (1,...,2,) ER™

i=1
Soit
C={r=(21,...,2,) € R"; 2, <0}.
a) Montrer que C' est convexe, fermé, non-vide.
b) Dessiner C'sin = 2.

o) Sin=2etx € R?\ C, trouver graphiquement pc ().

d) Montrer que, pour n > 2 arbitraire,
po(x) = (z1,...,2p-1,0), Vo = (21,...,Tp_1,2,) €E R"\ C.

Solution. a)Lafonction f : R" — R, f(x) := x,, est continue. Comme C' = f~!(] — o0, 0]), C est fermé.
C'estnon-vide, car 0 € C. Enfin,siz,y € C'ett € [0, 1], nous avons

l—-thre+ty)=1-t) X =z, + t X y, <0,
A=tz +ty)=(1-1) d_xy

>0 <0 20 <0



etdonc (1 — t)z + ty € C. Il s’ensuit que C' est convexe.

d) Soity == (x1,...,x,_1,0). Clairement, y € C'. Pour conclure, nous devons montrer que
(x—y,z—y)<0,VzeCl. 2)
Or,siz = (21,...,2,) € C,alors
(x—y,z—y)=  x, X z, <0,
—~— —~—

>0,carx¢C  <0,carzeC

d’ot (2) et la conclusion. O

Exercice # 3. (7 p.) Nous travaillons dans |0, co| muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.
Soit
0:L* >R, o(f) = / e 2 f(x)dx, V f € L2
0
a) Montrer que p est linéaire et continue, et calculer sa norme.
b) Soit F' := Ker(y). Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de L?.
¢) Trouver F+.
d) Sif € L? déterminer g := pr(f).

Solution. a) Soit a :]0, co[— R, a(z) := e~%/2. Alors a est borélienne, et

/a2(:c)da::/ e fdr=1<o0.
0 0

En observant que ¢(f) = (f, a), nous obtenons, via la partie facile du théoréme de Riesz, que ¢ est
linéaire, continue, et de norme |al|, = 1.

b) F est sous-espace vectoriel de L?, comme noyau d’une application linéaire. Il est fermé, car F' =
© 1 ({0}) et p est continue.

¢) Posons G = Vect({a}) = Vect({a}), la deuxiéme égalité se justifiant par le fait quun sous-espace
de dimension finie est fermé. Nous avons F' = {a}* et donc, du premier exercice, F' = G*. G étant un
sous-espace vectoriel fermé de H, nous avons '+ = G+ = G, la deuxiéme égalité étant un résultat de
cours.

d) {a} étant une base orthonormée de G = F*, nous avons
pre(f) =palf) = {f,a)a=¢(f)a.
Ilsensuitque g = pr(f) = f —pro(f) = f — ¢(f) a. O

Exercice # 4. (2 p.) Soit H un espace de Hilbert réel séparable, de dimension infinie et de base hilbertienne
(€n)n>1- La série

1

est-elle convergente ? Pour justifier la réponse, on pourra utiliser sans preuve un résultat de cours ou TD
concernant les séries E .

Solution. D'apres un résultatvuenTD, si (e,),>1 C H est une suite orthonormée et (o, ),>1 C R, alors

Z o, e,converge < Z(ozn)2 < 0.

n>1 n>1

Dans notre cas, a, = 1/y/n, >, - (an)® =3, 1/n = oo, et donc la série ne converge pas. [



