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Exercice# 1. SoitH un espace de Hilbert réel. Soit (ej)j≥1 ⊂ H une suite orthonormée. Soit (aj)j≥1 ⊂ R.
Montrer l’équivalence∑

j≥1

ajej converge ⇐⇒
∑
j≥1

a2j <∞. (1)

En cas de convergence de l’une des séries apparaissant dans (1), montrer que∣∣∣∣∣
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=
∑
j≥1

a2j .

Exercice # 2. Soit H un espace de Hilbert réel. Soit F une partie non-vide de H . Montrer que :

a) F⊥ est un sous-espace fermé de H .

b) Vect (F )
⊥
= F⊥.

c) F⊥⊥ = Vect (F ).

Exercice # 3. Soient H = L2(R) muni de sa norme usuelle et

V =

{
f ∈ H ;

∫
R
f(x) e−|x| dx = 0

}
.

a) Montrer que V est un sous-espace fermé de H .

b) Déterminer une base de V ⊥.


