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Le baréme est donné a titre indicatif

Exercice # 1. (3 p.) Soient (X, .7, 1) un espace mesuré, 1 < p < oo,etg, : X — [0,00[,n € N,

des fonctions mesurables positives. Soit g(x) = Zgn(:v) € [0,0¢], Vo € X. Nous supposons que
n=0

gn € ZLP,Vn, etz Ignll, < oo

n=0
N
Montrer que g € .Z? et que Z gn — gdans Z? quand N — oc.
n=0

Exercice # 2. (3 p.) Nous travaillons dans I'espace mesuré (X, .7, ). Sil < p < ccetg € L7, g > 0,
montrer que 'ensemble
F={feZ?;0<f<gun—pp}
est fermé dans .Z”.

Exercice # 3. (2 p.) Nous travaillons dans R” muni de la norme euclidienne standard | |. Soit p un noyau
régularisant standard. Si0 < € < 1, montrer que

1, sijz]<1l—c¢
0, silzg|>1+¢’

XB(0,1) * Ps(x) = {

(Ici, B(0, 1) désigne la boule unité pour la norme | |.)

Exercice # 4. (3 p.) Nous travaillons dans R™ muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.
Soient f € £?et g(x) = e 1*, Vo € R™ (ot | | désigne la norme euclidienne standard). Montrer que
f * g est continue et que f * g € .Z3.

Exercice # 5. (2 p.) Nous travaillons dans N* muni de la tribu &7 (N*) et de la mesure
u(A) = Z n.
neA

Nous admettons que y est une mesure sur & (N*). Nous admettons également que, par rapport a
cette mesure,

o

1/p
{an)nz1l, = (Z n!%l”) , V1 <p< oo

n=1
Montrer que, si1 < p < r < 00, nous avons (a,)n>1 € L7 = (ay)n>1 € L.
Exercice # 6. (7 p.) Nous travaillons dans |0, co| muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue.
Soit
1 _ ~
f:]0,00[—= R, f(x) = ST s 0,
T

a Y

avec a € R parametre. Si 1 < p < oo, montrer que
1 1
fel?t — —<a<2+-.
p p

00 2

(Indications. Etudier / |f(x)|P dxet / | f(x)|P dx. Léquivalence 1 — cos z ~q ) pourrait étre utile.)
0 s



