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Exercice # 1. Montrer que `2 ⊂ `3 et que ||x||3 ≤ ||x||2, ∀x ∈ `2.

Solution. Soit x = (an)n≥0 ∈ `2. Nous avons a2n ≤
∑

j≥0 a
2
j = ||x||22, d’où |an| ≤ ||x||2, ∀n ≥ 0, et donc

||x||33 =
∑
n≥0
|an|3 =

∑
n≥0
|an|a2n ≤

∑
n≥0
||x||2a

2
n = ||x||2||x||

2
2 = ||x||32 <∞,

d’où les deux conclusions de l’exercice.

Exercice # 2. Soit (X,T , µ) un espace probabilisé. (Doncµ(X) = 1.) Montrer que, pour toute fonction mesurable
f : X → R, nous avons ||f ||1 ≤ ||f ||2.

Solution. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

||f ||1 =

∫
|f | =

∫
|f | · 1 ≤

(∫
f2
)1/2(∫

12
)1/2

= ||f ||2[µ(X)]1/2 = ||f ||2.

Exercice # 3. Soit H = L2(Ω,T , µ) (les fonctions sont supposées à valeurs dans R). On considère l’ensemble
C = {f ∈ H ; f ≥ 0 p. p.}.
a) Montrer queC est un convexe fermé.

b) Montrer que, si f ∈ H , alors PC(f) = fχ{f≥0}, où {f ≥ 0} = {x ∈ X ; f(x) ≥ 0}.

Solution. Notons l’ambiguïté usuelle de la définition de C . Si [ ] désigne une classe d’équivalence dans Lp, il faut
plutôt lireC = {[f ] ; f ∈ L p, f ≥ 0 p. p.}. Par ailleurs, quitte à remplacer f par fχ{f≥0}, qui est dans la classe
de f , nous pouvons travailler avec des fonctions≥ 0.
a) Soient θ ∈ [0, 1] et [f ], [g] ∈ C , avec f, g ≥ 0. Nous avons θf + (1− θ)g ≥ 0 et θf + (1− θ)g ∈ L 2, et donc
[θf + (1− θ)g] ∈ C , d’oùC est convexe. Par ailleurs, soit ([fj ]) ⊂ C une suite convergente dansL2, de limite [f ].
Soient ([fjk ]) une sous-suite etA ∈ T négligeable tels que fjk → f dansAc. Par passage à la limite, f ≥ 0 dans
Ac, et donc [f ] ∈ C . Il s’ensuit queC est fermé.

b) Soit [f ] ∈ L2. Soit g = fχ{f≥0}. Comme g(x) =

{
f(x), si f(x) ≥ 0

0, si f(x) < 0
, g est : (i) mesurable (‘fonction à

accolade’) ; (ii) positive ; (iii) dans L 2 (car
∫
g2 ≤

∫
f2 < ∞) et donc sa classe est dans C . Pour conclure, il faut

montrer que

[h ∈ L 2, h ≥ 0 p. p.] =⇒ 〈f − g, h− g〉 ≤ 0.

Or,

〈f − g, h− g〉 =

∫
(f − g) (h− g) =

∫
{f<0}

f h ≤ 0.

Exercice # 4. Soit f : R → R la fonction 2π-périodique, impaire et telle que f(x) = π − x sur ]0, π]. En utilisant

la série de Fourier de f , calculer
∑
n≥1

sinn

n
.



Solution. Nous avons c0(f) = 0, car f est impaire. Si n 6= 0, nous avons, avec le c. v. x = −y,

2πcn(f) =

∫ π

−π
e−ınxf(x) dx =

∫ 0

−π
e−ınxf(x) dx+

∫ π

0
e−ınxf(x) dx =

∫ π

0
eınyf(−y) dy

+

∫ π

0
e−ınxf(x) dx =

∫ π

0
(e−ınx − eınx)f(x) dx = −2ı

∫ π

0
f(x) sin (nx) dx

=
2ı

n

∫ π

0
f(x)[cos (nx)]′ dx =

2ı

n

[
(π − x) cos (nx)

]π
0

+
2ı

n

∫ π

0
cos (nx) dx = −2ıπ

n
,

et donc cn(f) = −ı/n. Le théorème de Dirichlet donne

π − 1 = f(1) = lim
N→∞

N∑
n=−N

cn(f)eın = −ı lim
N→∞

N∑
n=1

(
eın

n
+
e−ın

−n

)
= 2 lim

N→∞

N∑
n=1

sinn

n
,

d’où la somme de l’énoncé vaut (π − 1)/2.

Exercice # 5. Nous travaillons dans ]0,∞[ et dans ]0,∞[2, chacun muni de sa tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue. Soient f, g :]0,∞[→ [0,∞[ deux fonctions boréliennes et positives.

Nous admettons les identités suivantes :∫ ∞
0

√
x

(x+ y)
√
y
dy =

∫ ∞
0

√
y

(x+ y)
√
x
dx = π, ∀x > 0. (1)

En utilisant : (i) l’identité

f(x)g(y)

x+ y
=

f(x) 4
√
x√

x+ y 4
√
y
× g(y) 4

√
y√

x+ y 4
√
x
, ∀x, y > 0 ;

(ii) l’inégalité de Cauchy-Schwarz sur ]0,∞[2 ; (iii) le théorème de Tonelli ; (iv) l’identité (1), montrer l’inégalité de
Hilbert-Schur∫

]0,∞[2

f(x)g(y)

x+ y
dxdy ≤ π||f ||2||g||2. (2)

Bonus. Soient 1 < p, q <∞ deux exposants conjugués. En utilisant les identités∫ ∞
0

x1/q

(x+ y) y1/q
dy =

∫ ∞
0

y1/p

(x+ y)x1/p
dx =

π

sin(π/p)
, ∀x > 0,

f(x)g(y)

x+ y
=

f(x)x1/(pq)

(x+ y)1/p y1/(pq)
× g(y) y1/(pq)

(x+ y)1/q x1/(pq)
, ∀x, y > 0,

l’inégalité de Hölder avec exposants p et q et le théorème de Tonelli, établir l’inégalité de Hardy-Riesz∫
]0,∞[2

f(x)g(y)

x+ y
dxdy ≤ π

sin(π/p)
||f ||p||g||q. (3)

Solution. Prouvons directement (3), qui englobe (2) (prendre p = q = 2). Nous avons∫
]0,∞[2

f(x)g(y)

x+ y
dxdy =

∫
]0,∞[2

f(x)x1/(pq)

(x+ y)1/p y1/(pq)
× g(y) y1/(pq)

(x+ y)1/q x1/(pq)
dxdy

≤

(∫
]0,∞[2

fp(x)x1/q

(x+ y) y1/q
dxdy

)1/p(∫
]0,∞[2

gq(y) y1/p

(x+ y)x1/p
dxdy

)1/q

=

(∫ ∞
0

fp(x)

(∫ ∞
0

x1/q

(x+ y) y1/q
dy

)
dx

)1/p

×

(∫ ∞
0

gq(y)

(∫ ∞
0

y1/p

(x+ y)x1/p
dx

)
dy

)1/q

=

(
π

sin(π/p)

)1/p

||f ||p
(

π

sin(π/p)

)1/q

||g||q =
π

sin(π/p)
||f ||p||g||q.


