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Exercice # 1. Montrer que /2 C (3 et que ||z||; < ||z],, Va € £2.

Solution. Soitx = (an)n>0 € (*. Nousavonsa;, < 3. qa) = |]|3, dott |an| < [|#/ly, V1 > 0, et donc

3 2 3
lell3 = > lanl® = Y lanlay < Y llallyar, = lelyllells = 2] < oo,

n>0 n>0 n>0

d’ott les deux conclusions de 'exercice. O

Exercice # 2. Soit (X, .7, i) un espace probabilisé. (Donc p(X) = 1.) Montrer que, pour toute fonction mesurable
f:X — R, nousavons || f[|; < || f]5-

Solution. L'inégalité de Cauchy-Schwarz donne

1£1ly —/f\ —/f\-l = (/f2>1/2 (/ 12>1/2— 1/l [e (T2 = £l =

Exercice # 3. Soit H = L?(Q2, .7, ) (les fonctions sont supposées a valeurs dans R). On considére I'ensemble
C={feH;f>0p.p}.

a) Montrer que C' est un convexe fermé.

b) Montrer que, si f € H,alors Pc(f) = fxqsop ou{f >0} ={z € X; f(z) > 0}.

Solution. Notons I'ambiguité usuelle de la définition de C'. Si [ | désigne une classe d’équivalence dans L?, il faut
plutétlire C' = {[f]; f € ZP, f > 0p.p.}. Parailleurs, quitte a remplacer f par fx (>0}, qui est dans la classe
de f, nous pouvons travailler avec des fonctions > 0.

a) Soient § € [0,1] et [f],[g] € C, avec f, g > 0. Nous avons f + (1 — 0)g > 0etf + (1 — )g € £?, et donc
[0f + (1—0)g] € C,douC est convexe. Par ailleurs, soit ([f;]) C C une suite convergente dans L?, de limite [f].
Soient ([f;,]) une sous-suite et A € .7 négligeable tels que f;, — f dans A°. Par passage a lalimite, f > 0 dans

A¢ etdonc [f] € C.1ls’ensuit que C est fermé.
i : f(x), sif(x) >0
b) Soit € L2 Soitg = . Comme =
) [f] 9 = fxyr=o0 g(x) {0’ si f(z) <0
accolade’); (ii) positive; (iii) dans .#? (car f g> < f f? < 00) et donc sa classe est dans C. Pour conclure, il faut
montrer que

, g est : (i) mesurable (‘fonction a

[he £?, h>0p.p] = (f—g,h—g) <0.

Or,

<f—g,h—g>Z/(f—g)(h—g)z/{f<0}fh<0. O

Exercice # 4. Soit f : R — Rla fonction 27-périodique, impaire et telle que f(z) = m — x sur |0, . En utilisant
la série de Fourier de f, calculer Z sl n.
n

n>1




Solution. Nous avons cy(f) = 0, car f estimpaire. Sin # 0, nous avons, aveclec.v.z = —y,

T 0 T T
27en(f) :/ e " f(x)de = / e " f(x)dx +/0 e " f(x)dx = / e f(—y) dy

—7 —7 0

—i—/ e " f(x)dr = / (e7"* — ") f(z) dx = —2@/ f(z)sin (nx) dzx
0 0 0
. - N o
= /0 f(z)[cos (nz)] dx = - |:(7T x) cos (nx)]o + - /0 cos (nx) dr = =
etdonc ¢, (f) = —1/n. Le théoréme de Dirichlet donne

W—l:f(l):]\}gnoo C”(f)em:_zj\;iinoo (n+ —n) =92 lim 7
n=—N n=1

d’ott la somme de I'énoncé vaut (7 — 1)/2. O

Exercice # 5. Nous travaillons dans |0, oo[ et dans ]0, oo[?, chacun muni de sa tribu borélienne et de la mesure de
Lebesgue. Soient f, g :]0, co[— [0, co[ deux fonctions boréliennes et positives.

Nous admettons les identités suivantes :
————dy = —" —dr=m, Vx> 0. 6)
/o (z+y)Vy o (z+yVz
En utilisant : (i) I'identité
f@ely) _ f@) Ve g9) vy
vty Verudy ity
(ii) 'inégalité de Cauchy-Schwarz sur |0, oo[?; (iii) le théoréme de Tonelli; (iv) I'identité (1), montrer Iinégalité de
Hilbert-Schur

/]0 [2 J@9W) gy < [ fll2llgll2- ?

Vr,y>0;

r+y

Bonus. Soient 1 < p, g < oo deux exposants conjugués. En utilisant les identités

%) 1/q o] 1/p
[y [T e T e
o (z+y)y'a o (z+y)z'/r sin(/p)

fx)gly)  f(x) 2/ (Pa) g(y) y'/ @

r+y (z 4 y) /Pyt (D) % (z +y) V92 P2’

I'inégalité de Holder avec exposants p et g et le théoréme de Tonelli, établir I'inégalité de Hardy-Riesz

f(x)g(y) m
J T ey < Sl ®

Vz,y>0,

Solution. Prouvons directement (3), qui englobe (2) (prendre p = g = 2). Nous avons

1/(pq) 1/(pq)
/ f(x)g(y) drdy :/ f(x)lﬂ: x g(y)ly " dady
0,002 TTY 10,002 (2 + 1) YVPyt/ P " (g 4 )10 g1/ (Pa)

/p 1/q
P (@) '/ 1 9"(y)y'”
——————dxd AR L ES—Y
- </Jo7oo[2 (z +y)y"/e ) y) /]0,00[2 (z +y) z'/P B
(e.¢] o0 ]_/q 1/p
- P v
</0 e </o (x+y)y"/ dy) d$>
[e’e] [e'e) 1/p 1/(1
q vy
. (/0 ') (/O o dm) dy>

T 1/p r 1/q .
:<sm<w/p)> 'f”p(sin(W) 9y = S 7y 1/ ol9le 0




