Objet : Répartition de bhoules dans des boites, et étude asymptotique.

n désigne un entier naturel non nul.

On dispose d'une grande quantité de boules discernables, et on les répartit
une & une au hasard entre 7 boites numérotées de 1 & 7.

: Les boites sont vides au départ.

" Partie I

On note p;(r,n) la probabilité pour quil reste exactement j boites
- vides lorsque I'on 2 réparti r boules.
Le but de cette partie est la détermination des probabilités P; (r,m).

a) Quel est le nombre de répartitions des 7 boules discernables dans

les n boites numérotées?
by On désigne par A(r,n) le nombre de répartitions de T boules
discernables ne laissant vide aucune des 7t hoites.

Déterminer A(r,n) pour =1, i_)uis n = 2.

¢) On considére & nouveau boites.
(i) Soit B;, I'événement défini par la condition : »1,a répartition des T
boules laisse vide la boite 7. © 7,1 <1< mn,(iest fixé).

Caleuler P(B;).

(i) Plus généralement,‘soith-l dmyeii? T
r boules laisse vides les boites n 041,92, -»

évenement : "la répartition des

?;k”.

Calculer la probabilité P(Bi, ia,....i o 1



C (i) Soit Crp, 'événement "une bofte au moine est vide lorsque l’on a
-placé T boules au hasard dans les n boites”.

Expruner Cin a lalde dés evenements B;,1<i<n.

(iv) En appliquant convenablement la formule de Poincaré, dedmre
.ce qui précéde la probablhte P(C’ n)e

(v) Déterminer la probabilité po(r,n).-

d) On adopte la convention CJ =0 si j > n.

(1) Montrer que p;(r,n) = Cs. ('n, —J )T-POI(TV”' - 5)

(on rappelle que p; (7, n) désigne la probabilité d'avoir exactemen
vides lorque P'on a réparti r boules entre les 7 boites).

Indication : on pourra exprimer en fonction de A(r,n - 7), le n '_
répartitions des 7 boules qui laissent vides j des n boites exacte

(i) En déduire Vexpression de p;(r,n).
Partie II

On se propose d’étudier le comportement asymptotiqﬁe
b1].1tes p;j(r,n) lorsque r et n tendent vers +oo de sorte qu _

ne = — A
. n—+oo

+_oo.:-'.-
(i) Justifier Texistence de la somme Ry (a) = Z s
k=1 N

a Qb
. . 21— < [
(i) Montrer que : V& > 1 (N+k) ~ N!_-(N)._.:-

-~ .
N' 'N-ua'
b) Mantrer. qu i] existe un réel a > A tel que

(iii) En dedu]re que 0 < RN(a)

Y eN* < .
On choisit désormais ainsi le réel a.
o) (i) Justifier inégalité V& > —1 : In(1 -+ )< ¢
(ii) On pose u;(rn,n) = Ct. (1 — }—)T” 510
no
giizn+ L



Moutrer que, pour 1<i<n— 1:

o = B = D)

nablement T

'i; - 1 7: n
=203
(iii) En appliquant conve inégalité de la questmn c)
te, en déduire que :

receden
i

zeﬂln 13 - O<uz(rn,n)_

i
que Vi €N 0< ui(rns 1) S T

(iv) Conclure
a, et on cohsidere n > N.

d) On fixe un entier N, N >

(;) Démontrer les inégalités :

+oo ) a,N a
@ | 2 (—1)2-“'11(7"71;%) i< I-V?F—_.
i=N+1 *
N 41
@ z (-1 l< B
1,..-N+l ) a
() Fn déduire que 1’511 a:
N .
R . oy ot o
1 e = polram) 11 20D (&~ aten) 2R

k==0

Tn
&) (i) Mon trer I'équivalence : ui(rnsm) ~ %1 ( - %> .

I N
= M+ &p, avec n}irilmsn = 0.

n =

{if) On pose 1.€
nt i\
Justifier cetie écriture, et montrer qué — ( — —?_—L) = ,~1.e”“,
il 4!

A+ én §

s limités convenables,

oit U = d.0n(n) — n.n(
(iii) A Vaide de développement;

= w_%.m(n) ro( ()Y 4 i) +ob)-

montrer que :

Vn,
)\z’
Conclure que {vn) 2 i1n(X), et que wi(Tea™) T2 T
n—+4co n—+00 4}
and pour queé

f) Soit £ > 0. Montrer gue Yon peut choisir N assez BT



En revenant a 1a définition de 1a lim
Po(rn,m) —s @=A
n—-+oo

ite, en déduire que

g) (1) Quelle est la limite de p;(r,n) lorsque n tend vers +00?

(if} Soit ¥;,, 1a v.a.r égale au nombre de hoites vides lorsque lon pIacé :
au hagard r, boules dang les 1 boftes. :

Interpréter le résuliat précédent.

-



