PROBLEME 2

Objet : Etude de tirages successifs dans une population, et estlmatmn
asymptotique.

On effectue des tirages successifs avec remise dans une populatio
eomportant N individus. :

Chaque individu a la méme probabilité d'étre tiré.

d Ces individus sont notés a1, Go,.., Gy. Parmi eux, on d.‘lstlnglle
§ cchantillon de r individus a1, ag,..., ar fixés.

On se propoge d’étudier 1a v.a.r. X, égale au nombre de tirages néeesséii‘es
pour que les 7 individus de 'échantillon aient été tirés. ;

Partie I
a) On suppose dans cette question que r = 1.
Déterminer la loi de X3, et donner sans caleul E(X71) et V(Xl}
b) (i) Déterminer Pensemble des valeurs X.(€2) prises par Xr:
(ii) Caleuler P(X, = r). U
¢) On se propose de caleuler P(X, =1 +1).

E On pose alors A = (X, = r + 1), et on note Ao, Véveriemmer
| individus a1, as,..., @, de Péchantillon sont obtenus en ¥ + 1 tirag
lare apparition de a; précaéde la lére apparition de a;41s. 1 <




(i) Exprimer P(4)

(i) A est réalisé lorsque Ies » + 1 premiers tirages ont amené g,
02, Gr et un autye individy p,

en fonction de P(Ag).

Montrer que b

Peut &tre I"un quelcongue deg individug QLye.py, A Yexcep-
tion de 4,..

(iif} Soit A1, Pévenement ; "Ag est réalisé, et § est I'un des individug
ar+1,...,aN”.
Caleuler PlAgq).
_ {iv) Soit maintenant Ag o, Pévénement - ¥Ap est réalisé, et b est I'un
# des individug Qlyeey Gy q”,
§ Calculer P(Agz).
cr - - !
(v) Déduire de ce qui précede que : P(E) = SN (2N 1 — 7).
Partie IT
On cheérche 3 estimer dg

f 1S cette partie Vespérance B(X,) et 1a van.
d ance V{X,.) dela var X,
On note 77 15 v.a.r

) égale ay
# la lere fois, 7 deg indi

vidus q,
On pose I/} = Tietl; = T —

42,-.., 8- sont tirég,

T 1,2<4 <r.
a) Interpréter les va.r Uy, et justifier leur indépendance,
b) (i) Reconnaitre I loi de 7,

{ii) Donner jog valeurs de E(U;)

et V(Uz)
(iil) Déduire de ce

3 qui précade Texpression de & (X)) et V(X,) en
% fonction des deux SOmmes suivanteg -

Sir=3 28, <3 1

=]

2 c) On se Propose de détermingr un équivalent asymptotique de E(X,)
§ et V(X,) lorsque 7 tenq vers +-cq.

1 1.
i =1 —_ < — < -,
() Montrer que Vi =hieg s In(k+1) In(k) < 7
: —~ 1
En déduire que In{r+1)+1- n(2) < E ;< In(r).
=1
(i) Conelure que S . = In(r).

Quel est Jo comportemen

t asymptotique de &2,y lorsque r tend vers 400 ?
. (i) Donner ug é

quivalent de E(X,) et de V(X,) lorsque r tend verg
oo,

e AF o



Partie IIT

On fait ici une étude asymptotique de la loi des v.a.r. X, lorsque le
nombre N des individus de 1a population totale augmente indéfiniment.

a) Cette question a pour but de déterminer la fonction de répartition
de X,.

(i) Soit n €N*. Soit By, I'événement défini par : ” k des individus de
Péchantillon a1, as,..., @ Dont pas été obtenus au bout de n tirages”.

Montrer que P(By} = CF. (u) .

; (i) Soit C, I’événement : "Tous les individus a1, aa, ..., 0~ n'ont pas été
3 obtenus & lissue des n premiers tirages”.

En appliquant convenablement la formule de Poincaré, montrer que :

{ PiC)= i{~1)’““1.6‘,’f.(1 — %)“.
i k=1

T k
iii) En dédui P(X,<n)=Y (D)*CF(1- )"
(iii) En déduire que P{X, <n) Z( yECE( N)

b) On suppose que N et n tendent vers +oo de sorte que % tende
vers p, p > 0.
Caleuler la limite de P(X, < n) lorsque n tend vers --ca.
¢) Soit F, la fonetion R—R définie par :
{F(ﬂr) =K{1-e) s z>0
F(z)=0 st z<0

(i) Montrer gue, pour une valeur conirenable de K que l'on détermi-
nera, F est la fonction de répartition d'une v.a.r. continue Y.

(i) Déterminer une densité f de Y, et construire les courbes de f et
Fpourr 2 2.

(iil) Soient Z1, Za,..., Zp, T v.a.I. indépendantes suivant une loi expo- ‘
nentielle de parametre A =1

(la condition d’'indépendance ge traduit par :
V(xl,ig,. oy Ep) ERT

P(Zy < 31,%3 S @9y, Zp S r) = P(Z1 S 31).
P(Zy < ma) -+ P(Zr < 20)).

Montrer que la v.a.r. Y précédente a méme loi que la va.r.
Z = ma:c(Zl, Zg, cety, Zr)

d) Montrer Iexistence de F{Y"), et calculer sa valeur.




Indication : Pouy caleuler E(Y), on integrera

Par parties, en Prenant
comme primitive de ¢ s g~ (1-e~ )

a fonction ¢ — (1- e‘t) -1.
e) (i) Montrer jes deux égalitas suivantes :

o VE—1
I SER L
k=1 k=1
@  Suen _ Zq __‘(-1)1“.05 .

g+1 vy (B+1)2

(i) En déduire yne relation entre E(Y) et S .
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