Eléments d’analgse fonctionnelle : Remarques sur le

DS 1

Dans ce qui suit (X, T, 1) désigne un espace mesure.
1 Confusion entre borelienne, intégrable, continue

On dit qu'une fonction f: X — R est
— mesurable il existe une suite de fonctions ¢tagées (fn)n telle que f, — f simple-

ment. Ceci est ¢quivalent (Théoreme 3.5 p.43) a
fl1(c0) €T et fl(—oc0)eT et f'(B)eT, VBE Bg.

— bor¢lienne si X est un espace métrique et T est la tribu borélienne aossicee;

— intégrable si f; et f- sont mesurable et d'intégrale finie.

En particulier, pour montrer qu'une fonction est borélienne, il faut montrer qu'elle est mesurable
pour la tribu des bor¢liens. Ca ne sert a rien (et ce n'est pas correct) de montrer qu'elle est intégrable,

car pour étre intégrable il faut déja que intégrale de f ait un sens.

Exemple 1 (Fonction non-mesurable). Soit X ={0,1,2,3} et T:= {,{0},{1, 2,3}, X} et pla mesure définie
par u(k) = 1/4 pour tout k € X. On considere la fonction f: X — R définie par

o {o six e 0,1}

1 sixe{2,3.
Les ensembles {0} et {1} sont des boréliens de R. Leurs préimages par f sont données par
=10} ={0,1} ¢ T et =1} =1{2,31 ¢ 7.
Dapres le critere encadré ci-dessus, la fonction f n'est donc pas mesurable.
Remarque 1. En revanche, la fonction g telle que g(0) =0et g(1) =g(2) =g(3) =1 est mesurable.

Exemple 2 (Fonction borelienne non intégrable). Soit (X, T,un) = (R, Bg,A). Soit f: R — R telle que
f(x) = +oo pour tout x € R. Alors

f o) =ReBgr et f'(-0)=@€cBr et f'(B)=¢c Bg, VB Bp.

Donc f est mesurable pour la tribu des bor¢liens, done borelienne. En revanche Jrf(X)dA(x) = +o0

donc f n'est pas intégrable.

Exemple 3 (Fonction intégrable non-bornée). Soit (X, T, 1) = (10, 11, Bjo 13, A). Soit £ 10,1 — R telle que
f(x) = 1/y/x pour tout x # 0. La fonction f est continue sur ]0, 1] donc borélienne. Elle est intégrable
(dapres le critere de Riemann) Cest-a-dire que f]o 1 Fx)dA(x) < +oo. Et pourtant limy_,0 f(x) = 400,

dOIlC f nest pas bOI‘IléfL

9. 2 9 . 4 . r
13\111517 unce fOHCthl’l qui cst d(ll’lS LP nlest pas necessairement bOI‘l’lCC.
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Exemple 4 (Intégrable n'implique pas continue). Soit (X, T, 1) = (R, Bg,A) et posons f:=xq : R — R.

Comme A(Q) = 0 la fonction f est nulle presque partout, donc pour tout 1 < p < 400,
g = | P =A@P =0 il =0.
R
Donc f € £P pour tout p € [1,+00]. Cependant, f n'est continue nulle part.

Ainsi, une fontion peut tout a fait ¢tre dans £P sans ¢tre continue.

2 Confusion dans les convergences

Soit f : X — R une fonction et soit (fn)n une suite de fonctions. Il existe
différents type de convergence possibles pour la suite (fn)n. On dit que
— fn — f simplement (ou presque partout) si p.p. x € X on a limp_e0 fn(x) = f(x).
— fn — f dans LP (ou dans £P, ou pour la norme || |l,) si limn oo Ifn — fll, = 0.

— fn — f uniformément si limpn_, o0 [[fn — fll4oo = O.

Exemple 5 (convergence simple et LP). Soit (fr)n>2 la suite de fonctions f,[0,1] — R définie par

n?x sio<x < 1/n
fa(x)i=¢-—m?x+2n sil/n<x<2/n
0 si2/n<x < 1.

La fonction fy, est intégrable pour tout n > 2 et la suite (fn)n converge simplement vers f : x - 0.

Mais [[fn — fll; =[Ifnls = 1. Donc f,, ne converge pas vers f dans L.

Ainsi, la convergence simp]e n’imp]ique pas la convergence dans LP.
Pour que cela soit vrai il faut rajouter une hgpothese de domination

sur les fonctions fy, (cf. Theoreme de convergence dominée de Lebesque).

Exemple 6 (Convergence uniforme et LP). Soit (X,T,n) = (R, Bg,A) et f : x — x. Pour tout n € N
posons fr:x € R—=x+1/nOna

vxeN  [Fx)—fax)l=x—x—1/n|=1/n,

=If — fulloo = supess, plf(x) — fo(x)| =1/M =1 0.
Donc f,, converge uniformément vers f (donc simplement). En revanche soit p < +o0
JD? [f(x) — fn(x)[PdA(x) = J[R 1/mPdA(x) = 1/nPu(R) = +oo0.
Donc f ne converge pas vers f dans LP.

La convergence uniforme implique la convergence simple,

mais n'implique pas en général la convergence dans LP.
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3 Convolution

Le cours vous dit que
— si p et q sont conjugués et si f € LP et g € L9, alors fx g est continue.
— Sife LP et ge @ alors f*g est continue.

Ce nlest plus nécessairement vrai si p et q ne sont pas conjugués ct g n'est pas continue.

Exemple 7 (Convolée discontinue). Soit

1//x si0O<x<1,
f(x):=

0 sinon.

Onafe L etfestdiscontinue en 0 et 1.
Montrons que la convolution de f avec elle-méme est discontinue en zéro. En effet, on a f * f(x) = 0

pour tout x tel que —co < x <0, de plussio<x<1:

1“>x<f(x):JX !

R mdy = [Zarcsin (M)]: =2arcsin(1) = m.

Donc f * f est discontinue en zéro.

Il existe des fonctions f et g pour lesquelles f x g n'est pas continue.

4  Erreur de raisonnements logiques

Nous avons vu que si (X,T,p) est un espace mesuré¢ de mesure fine, alors pour tout 1 <

p < q < +oo, on a [fll, < [[fllq pour tout f mesurable. Donc ceci implique que L9 C LP.

En revanche si vous partez du fait que £9 C LP ceci ne vous donne pas 1’inégalité sur les normes.
Le fait que £9 C £LP vous donne juste que si [[flq < +oo alors [If], < +oc0. Attention donc aux erreurs

de logiques dans votre rédaction.

5 Autres remarques

1. On rappel]e que f*x g(x) := [pn f(x —y)g(y)dy. Ainsi

n

P
Ifeglf = | regtolax=| || fe-yigtylay| ax.

Iy a donc deux intégrales — une par rapport a x et une par rapport a y — dans le calcul de la

norme p de f* g.

2. La fonction x — [x| n'est pas dérivable en zéro. On ne peut donc pas utiliser le fait que sa
dérivee est croissante, ni que sa dérivée seconde est positive, pour dire quelle est convexe.

3. Le théoreme de Tonelli sapplique a des fonctions mesurables positives, tandis que le théoreme

de Fubini (ou Fubini-Tonelli) requiert que la fonction soit intégrable. Attention donc a bien

choisir le théoreme a appliqucr en fonction de vos hgpoth&scs.
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