Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3¢ année
UE Mesure et intégration & Eléments d’analyse fonctionnelle Année 2023-2024

Feuille de TD # 7
Espaces L”. Convolution

. Sauf mention contraire, nous travaillons dans un espace mesuré . Les es-
Cadre. Sauf t t t llons d X, T, ). L
paces ZP et LP,1 < p < w0, sont relatifs a cet espace mesuré.

Exercice # 1. (Inégalité de Young) Soient 1 < p, ¢ < oo exposants conjugués. Alors

aP q
ab< —+ —, Va,be [0, .
p q

Indication : étudier, pour b fixé, la fonction a — a /p + b?/q — ab.

Exercice # 2. Soient f, g : X — R mesurables. Montrer les propriétés suivantes.
a) [tfll, = |t f]p ¥Vt € R (avecla convention 0 - 0 = 0).

b) 8if = gp.p,alors|f —gl, = 0et|fl, =gl

o) |f|, = Osietseulementsi f = 0p.p.

d) La définition de || f| est correcte, au sens suivant. Soit A := {M € [0,0]; |f(z)| <
M p.p.}. Alors A est non vide et A a un plus petit élément, m. Cet m est le plus petit
nombre C de [0, c0] avec la propriété | f(x)| < C p. p.

&) |f +glp < Iflp + gl pourp = Tetp = co. (Ici, f, g : X — R.)

Exercice # 3. Soit U un ouvert non vide de R”, muni de la mesure de Lebesgue sur %,. Si
f € C(U), montrer que | f| = sup|f|.
U

Exercice #4. Soit (X, .7, ;1) un espace mesuré. Nous considérons des fonctions f, g : X —
R (pas nécessairement mesurables). Montrer que la relation d’équivalence f ~ g sietseule-
ment si f = g p. p. a les propriétés suivantes.

a) Sif ~ fietg ~ gi,alors f+tg ~ fi+tg,VteR(acondition que les fonctions soient
finies en tout point).

b) Sif ~ fietg ~ gy, alors fg~ fig:.
¢) Sif ~getsi®:R - R alors®o f~dog.
d) Dans cette question, X := R™et u := \,.
(@) Soit7,f(z):= f(x —h),Va,he R".Si f ~ g,alors 7,f ~ 1,9, ¥ h.
(ii) Soient f, g, f1,¢1 : R* — R, avec f ~ fietg ~ ¢i. Soit x € R". Alors h ~ hy, ol

hy) = fle=y) 9(y), m(y) = fi(z —y) ni(y), Yy e R™.
Exercice # 5. Nous considérons la relation d’équivalence de I'exercice précédent, mais uni-
quement pour des fonctions mesurables.

a) Nous travaillons dans (R", .%},, \,,). Montrer que toute classe d’équivalence contient un
représentant borélien.

b) Méme propriété si a la place de R" nous considérons une partie borélienne de R™.



¢) Généralisation?

Exercice # 6. Donner un sens aux expressions suivantes.
a) «fell, f=0»
b) «[f € L7, |f], = 0] = f=0».
Exercice # 7. Donner un sens aux affirmations suivantes, puis les prouver ou les réfuter.
a) Sif e LP, alors f est mesurable.
b) Sife LP,avec] < p < oo, alors f est finie p. p.
O fell — p(lre X; [f(@)] > 1)) < [fli/t, Vi >0,
Plus généralement, sil < p < woet f € LP, alors

fell = u({reX; |f(x)]>1t}) <|fIb/t, Vi > 0 (inégalité de Markov).

Exercice # 8. Nous munissons les parties boréliennes U de R" de la mesure de Lebesgue
An. Décider pour quelles valeurs de p nous avons f € £P(U, \,,) si:

a) U:=]0,1], f(x) := %,a eR.
b) U:=R, f:= xo

sinx

o) U:=]0,00, f(z) :=

d) U = {z e R";|z| = 1}, f(x) :=

standard).

——,a € R (avec «| | » la norme euclidienne

Exercice # 9. Soit 1 < p < o0. Si f est mesurable, soit

Fy(t) = p({z e X5 [f(z)| > t})

la fonction de vépartition de f.

a) Sip est o-finie, montrer la formule du gateau en étages

fﬁ—pA PUE(1) dr. 0

b) Montrer que (1) reste vraie sans ’hypothése i o-finie. Indications : commencer par une
fonction étagée, et traiter le cas général par convergence monotone.

Exercice # 10. (Espaces (P)

a) Sip estla mesure de comptage, alors I'égalité p. p. équivaut a I'égalité. Ainsi, nous pou-
vons identifier naturellement £” et L*.
Si X = N muni de la mesure de comptage sur #(N), alors nous définissons

P =0rPN):=LP=L[F V]1<p<oo.

Nous définissons de méme ¢?(A), avec A a. p. d. (Cas particuliers importants : A = Z,
A =N*)

b) Si(ay), est une suite indexée sur n € N, montrer que

1/ .
1(an)nl :{(Zn|an|p) P osil<p<m
n)n|p '

Supn|an|a sip = 0
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c) Montrer que,sil < p; < py < o0, alors * < (P < (P2 < (. De plus, ces inclusions
sont «continues»:sil < p < r < oo, alors | (@ )nlr < [[(an)np-

d) Soit (a,,), € (P, avec p < co. Montrer que pour tout r > p nous avons limg_,, | (an)n|s =
|(an)nllr-

e) Sil <r < wet(ay), est une suite arbitraire, alors limg ;. [|(an)n|s = | (an)nl:-

Exercice # 11. (Espaces L? quand la mesure est finie) Nous supposons y finie.

a) Montrerquesil < p; < p, < 0, alors L* < [P < [P < L.
Plus spécifiquement, montrer que, 1 < p < r < oo, alors |||, < (u(X)Y?=V"||f|.,,
v f.

b) Soit f € L?, avec p > 1. Montrer que pour tout 1 < r < pnous avons lim,_,,. | f[|s =

| f -
c) Sife L™ alors:
) felP,V1<p<oo.

(ii) Lapplication [1,0] 3 p — | f|, est continue. En particulier, lim || f[, = || f]ls-
p—®

Exercice # 12. Nous travaillons dans I =]0, «o[ muni de la mesure de Lebesgue. Soient
1 <p<owetfeLP(I). Posons F(z) := [; f(t)dt,Vz > 0.

a) Donner un sens a cette définition. Montrer que F' est bien définie.
b) Sip = oo, montrer que I’ est lipschitzienne.

¢) Sil < p < oo, montrer que F est « holderienne » : il existe C' < cw et « €]0, 1] (que l'on
déterminera) tels que |F(z) — F(y)| < C |z — y|*, Vz,y = 0.

d) Sip = 1, montrer que F est continue.

e) Sip = 1, montrer que F’ est «absolument continue » : pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel
quesi0 <a; <b; <ay <by <---<a, <b,sonttelsque (b —ay) + (by—az) +---+
(b, — an) < 0,alors |F(by) — F(ay)| + |F(by) — F(ag)| + -+ + |F(b,) — F(a,)| < e.
Indication : lemme de Lebesgue.

Exercice #13. (Lemme de Brezis-Lieb) Soit 1 < p < co. Nous considérons une suite (f;) <
ZP telle que

) [|fil, < Co <0, Vj.
i f;— f.
a) Montrer que f € Z7.

b) A-t-onnécessairement f; — f dans . ZP?
Dans la suite, nous nous proposons de montrer le lemme de Brezis-Lieb

J10= [1rp+ [15 = 70 + (1) quandn — . @

En fait, nous allons montrer la conclusion plus forte
[ g =18 = 18 = 171 =0, ®

c¢) Expliquer pourquoi (3) = (2).



d) Sip = 1, montrer que

et conclure via le théoréme de convergence dominée.
e) Sil < p < oo, montrer que :

(i) Ilexiste C' < oo telle que

C 1t <1
p—je—1p -1y < & s=n
Clept, sift] =1

(i) Endéduire que

Clf]?, si [ fn] < [f]

. : 4)
ClfalrHSL silfal = If]

Ul — 1o — 11— fP] < {

(iif) Soit M > 1.On définit

Anar = {z € X5 [fulo)| = M f(2)]},
B = A{x e X [ful2)] > M|f(2)]}.

En utilisant (4) et le théoréme de convergence dominée, montrer que
[ sl =1t = 1P 0.
An,]w

(iv) Montrer que

Cp
P o~ 0
/B;n,J\{[ |f| S Mp . (5)

(v) Utiliser (5), la deuxiéme inégalité de (4) et l'inégalité de Holder pour montrer que
Jim sup [ 507 = Uf = P11 =0,
~% n JB,um

(vi) Conclure.

Exercice # 14. Soit 1 < p < . Si f,, — fdans ZPet f, — g p. p., quelle est la relation
entre fetg?

Exercice #15. a) En examinant la preuve de I'inégalité de Holder, montrer le résultat sui-
vant.

Soient f € LP\{0} et g € L9\{0}, avec 1 < p,q < oo conjugués et f, g > 0. Alors
[ £9=15l gl = [2C €10, o[ relque 7 = C'g7)
b) Sinous ne supposons plus f, g > 0, montrer que
[ f9=18lulgly = BC elo, ol relque 7 £ = C g ).
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Exercice #16. a) En utilisant éventuellement I'exercice précédent, montrer le résultat sui-
vant.

Sil<p<wetf,ge LP\{0}, alors

If + gl = 1flp+ lgl, <= [3C €]0, [ telque f = Cg].

b) Que devient cette condition sip = 1?

Exercice #17. Soient 1 < py,...,pp < oo tels que Zle 1/p; = 1. Alors

[fifa--- Tl < WAl [ F2ls - W fkllps ¥ Frs fonos fi 2 X

Exercice #18. Soient1 < py < p < p; < 0.

o . 1 6 1-6
a) Montrer qu’il existe un unique ¢ e]O 1[tel que — = — + .

Po b
b) Montrer que | f[, < [ £15, /15",
Exercice # 19. (Inégalités pour des opérateurs a noyau) Nous travaillons dans un espace

produit (X x Y, .7 ® ., n®v), avec et v o-finies. Toutes les fonctions considérées sont
mesurables et, par souci de simplicité, positives. Un noyau est une fonction K : X xY — R,.

Soient 1 < p, ¢ < o deux exposants conjugués. Nous voulons majorer les quantités

= A(f,9) = K(z,y) f(x) g(y) dp@v(z,y), avec f : X - Ry, g: Y — Ry,

XxY

B = Hyr—»/sz ) dp(z) avecf:X—>R+.

a) Montrer que
B(f) =sup{A(f,9); g€ L (Y;R,), |g], < 1}

b) Soienta : X — R*,~y:Y — R¥.En utilisant I'identité (évidente)

K(2,y) 1) g(y) = ([K@,y)}l/p@fm) » ([K<x,y>]“qwg<y>) |

() a(z)

I'inégalité de Holder (avec les exposants p et g) et le théoreme de Tonelli, obtenir I'inéga-

lité
A(f.g) < (/X F(x) o (z) f*(x) du@)) v
x ( /Y G(y)v(y) 9" () dl/(y)) " :

K(z,y)
y ()

(6)

ol
K(z,y)

x ai(x)

F(z) = dv(y), G(y) = dpi(z).

¢) (Inégalité de Schur) En prenant a(x) = 1, v(y) = 1, obtenir l'inégalité de Schur

/a
lsup/nydu } [sup/Kmydu ] 1f1],-
zeX yeyY
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d) (Inégalité de Young) En prenant a(z) = 1 ety(y) = 1, obtenir, pour f,h : R* — R,
Vinégalité de Young |h = f|, < |A[, [ fIl,-

e) (Inégalité de Hardy) En prenant a(x) = y(z) = 2%+, obtenir 'inégalité de Hardy

/ow % (/wa(y) dy>pdﬂ? <q /OOO 7 (x) da.

f) (Inégalités de Hilbert-Schur-Hardy-Riesz) Préliminaire. Nous admettons la formule des
compléments (due a Euler)

* 1 T .
/ dt = — ,VO0<a<1.’
o (t+1)te sin(ma)

En prenant o(x) = y(x) = x"/®"*9) montrer les inégalités de Hilbert-Schur-Hardy-Riesz

/]0 . TD9G) oy < £l o,

T4y sin(7/p)
0 o0 f(l') p ( T )P »
/0 o o+l Y= St Il

Exercice # 20. (Inégalité de Hardy, encore) Nous proposons ici une autre approche pour
montrer I'inégalité de Hardy obtenue dans!'item e) de l'exercice précédent. Nous travaillons
dans I =)0, co[ muni de la mesure de Lebesgue. Soit 1 < p < o0.8i f € ZP = £?([), nous
posons F(z) := [ f(t)dt,Yz > 0.

a) Si f e CP(I), montrer al'aide d'une intégration par parties I'inégalité de Hardy

7 |F ()P (L)p * »
/0 o dr < P /0 |f(x)|P dx. 7

b) Montrer que I'inégalité (7) reste vraie pour tout f € £7.

Exercice # 21. (Inégalité de Landau)
a) Soit f : R — R. Si f est Lebesgue intégrable, montrer qu’il existe une suite (R,,),, telle
que:
) 2n< R, <2n+1,Vn.
(i) f(R.) — 0.
b) Si, de plus, f est dérivable, montrer qu’il existe une suite (.S, ),, telle que
(i) R, <S, < R,:1,Vn(etdonc S, — o).
(i1) f(Sn) f/(Sn) — 0.
Indication : appliquer le théoréme des accroissements finis & f2.
De méme, il existe (7}, ), telle que 7,, — —co et f(T,,) f'(T,) — O.

¢) (Inégalité de Landau) Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que f soit
(Lebesgue) intégrable et f” soit bornée. Montrer que f' € £?(R, vy) et l'inégalité de Lan-

dau
N2 "
/R(f) < |y ||00/R|f|.
Sn

On pourra commencer par calculer I'intégrale / (f")?(x) dw si, de plus, f € C2.
Th

*. Cette identité peut s’'obtenir, par exemple, en appliquant le théoréme des résidus en analyse complexe.
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Exercice # 22. a) Soit 1 < p < 0. Montrer que {f € £?(X, .7, u); f étagée} est dense
dans ZP(X, 7, ). ll convient de distinguerlescas 1 < p < wwetp = .

b) On travaille dans (R", %gn, 11), avec ;1 mesure de Radon. Si 1 < p < oo, montrer que

k
{Zaijj ; ke N* a; e R, K; compact, Vj}

j=1
est dense dans .Z?(R", Bgn, ).

Exercice # 23. a) Soit (X, .7, P) un espace probabilisé. Soient f,g : X —]0, 0| deux
fonctions mesurables telles que f - g > 1. Montrer que [ fdP - [ gdP > 1.Indication:
utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz, c’est-a-dire I'inégalité de Holder avecp = ¢ = 2.

n

. 1
b) Slal,...,an>0,alor52aj Za_ > n2.
J

i=1 j=1 "7

Exercice # 24. Soient f,g : R — R deux fonctions mesurables. Nous avons f * g(x) =
g * f(x), au sens du théoreme du changement de variables.
Exercice # 25. Soit p un noyau régularisant standard. Alors, pour tout € > 0, nous avons :
a) p-(z) = 0si|z| <e.
b) p.(z) =0si|z| > e.
o [p.=1
Exercice # 26. Une approximation de I'identité est une famille ({%). ¢ telle que :
i) (¢ :R™ — Rest (Lebesgue) intégrable, Ve > 0.
i) [¢¢c=1Ve>0.
iii) Il existe une constante M < oo telle que [ |¢?] < M, Ve > 0.

iv) Pour toutd > 0, lim._,q fR"\B(O 5) I¢¢] = 0.

a) Montrer que, si p € £ (R") (avec la mesure de Lebesgue) et [ p = 1, alors p.(z) :=
e "p(x/e), e > 0,z € R", est une approximation de I'identité.

b) Soit ((%).~o une approximation de l'identité.

(i) Sif : R" — R est bornée et uniformément continue, montrer que f = (°* — f
uniformément sur R".

(i) Sil <p < wet f e C.(R™), montrer que f = (¢ — f dans ZP(R").
(iii) Sil < p < wet f € £P(R™) (avec la mesure de Lebesgue), montrer que f *(* — f
dans Z7(R").
Exercice # 27. Soient f € C*(R") et p € C.(R"). Alors :
a) [ = pestdéfinien tout point.
b) fxpeCk
c) Pour toute dérivée partielle 0* d’ordre < k, 0%(f = p) = (0*f) = ¢.
d) Si f estun polynéme (de n variables) de degré < m, alors f = est un polyndéme de degré

<m.

Exercice #28. Soit{) — R™ un ouvert. Soient1 < py,...,pr < 00.80it f € L7 (Q)n...N
ZPx(Q). Montrer quil existe une suite (¢;); < C(Q) telle que p; — f quand j — oo dans
ZP(Q),i=1,... k.



Exercice # 29. Soit € un ouvert de R™. Montrer que C*(2) n Z*(Q2) et CF(£2) ne sont
pas denses dans .Z*(f2).

Exercice # 30. Nous travaillons dans (R", Zg=, A, ). Soient p, ¢ deux exposants conjugués.
Sif e LPetge L9, montrer que f = g est continue.

Exercice # 31. Nous travaillons dans (R", %g=, A,). Nous nous proposons de montrer le
résultat suivant : si A, B € %, satisfont \,,(A) > 0, \,(B) > 0, alors 'ensemble A + B
contient une boule ouverte non vide.

a) Montrer que 'on peut supposer A et B compacts.
b) Montrer que f := x4 * xp est continue.

c) Calculer [ f et conclure.

Exercice # 32. (Résolution de'équation dela chaleur dansle demi-espace) Nous travaillons
dans (R",.%,, \,). | | désigne lalongueur euclidienne standard dans R™. (Donc |z| = ||z|,,
Y x € R™.) Soit

1

We,w‘?/(g)’ Vre Rn, Vit > 0,
AL

Ki(x) :=

le noyau de la chaleur.

Soientl < p < wetf:R*" >R, fe ZP. Sousréserve d’existence, soit

u(z,t) = f = Ki(x) = fly)Ky(x —y)dy, Ve e R", ¥Vt > 0.

Rn
a) Montrer que :
1) ue C*(R™x]0,0|).

(i) w vérifie I'équation de la chaleur homogeéne

_ Ou " 0%

Lu = — — —
P 2
ot o 8xj

= (0 dans R" x]0, oof.

b) Sil < p < oo, montrer que «u(-,0) = f»7, au sens ol

limu(-,t) = f dans Z7.

t—0
c) Si f estcontinue et bornée, montrer que

limu(z,t) = f(z), Vo e R™.

t—0
d) Si f est uniformément continue et bornée, montrer que
u(-,t) — f uniformément sur R" quand ¢ — 0.

Exercice # 33. (Produit de convolution de deux mesures) Soient y, v deux mesures boré-
liennes o-finies sur R". A chaque ensemble borélien de R”, nous associons I'ensemble

F=FF):={z,y) eR"xR"; x + y e E}.

a) Montrer que F est borélien.

+. Noter que u n’est pas définie pour ¢ = 0.



b) Montrer que la formule {(F) := p®v(F),V E € %rn, définit une mesure borélienne £
sur R”. Cette mesure est le produit de convolution des mesures y et v, noté j = v.

c) Montrer que le produit de convolution est commutatif.
d) Siles mesures boréliennes i, v, i sont finies, alors leur produit est associatif.
e) Montrer que d, (la mesure de Dirac en 0) est 'élément neutre de la convolution.

f) Sipetwvsontdes mesuresadensités f, respectivement g, par rapport a v,,, montrer que
i+ valadensité f o g.

g) Sipestadensité f par rapporta v, alors p = v ala densité f * v, ol

frv(x):= . flx —y)dv(y), Vo eR"™

Exercice # 34. (Convolution d’une fonction et d’'une mesure) Cet exercice fait suite a I'exer-
cice précédent. Si f : R™ — R est une fonction borélienne, et 1 est une mesure borélienne
sur R", nous posons, sous réserve d’existence,

frv(z):= - flx —y)dv(y), Vo e R"™

a) Si festLebesgueintégrableet i estfinie, alors f+p estdéfinie v,-p. p., et estune fonction
Lebesgue intégrable. Indication : théoréme de Fubini.

b) Sif e C*¥(R") et yu est une mesure de Radon, alors f * i est définie en tout point, et est
une fonction de classe C*.

Exercice # 35. (Equations de Cauchy) Nous considérons les équations fonctionnelles (de Cau-
chy) suivantes :

fiR=R, f(x+y) = f(z) + fy), Yo,y e R ®)
g R->T:={2eC; 2| =1}, g(v +y) = g(x) g(y), Yo,y e R. ©

Un résultat tres connu affirme que, si f est une solution continue de (8), alors

il existe A € Rtel que f(z) = Ax, ¥V x € R (et réciproquement). (10)

Un résultat un peu moins connu affirme que, si g est une solution continue de (9), alors

il existe A € R tel que g(x) = e ¥ 1 e R (et réciproquement). (11

Ces conclusions ne sont plus vraies s'il n’y a aucune hypothese sur f et g, mais donner
des contre-exemples sort du cadre de cet enseignement. (En demander en algébre.)

Nous nous proposons de montrer que (10) et (11) restent vraies sous 'hypothése plus
faible que f (ou g) est Lebesgue mesurable. Nous assumons cette hypothese dans ce qui suit,
et nous travaillons avec la mesure de Lebesgue.

Pour commencer, nous admettons la propriété qui suit, qui sera démontrée plus loin.

Sige L*(R)\{0}, alorsil existe ¢ € C°(R) telle que / g(y)Y(y)dy # 0. (12)
R

a) Soit g solution Lebesgue mesurable de (9). En multipliant (9) par ¢ (y), avec ¢) comme
dans (12) (avec n = 1), et en intégrant dans la variable y, montrer que g € C*(R).

Puis conclure grace au préambule de 'exercice.



b) Soit f une solution Lebesgue mesurable de (8). Soit g := ¢*/. En utilisant la question
précédente pour g, montrer quil existe A € R et une fonction i : R — Z tels que

f(z) = Az + 27 h(z), YV e R.

¢) (i) Soith : R — Z une fonction telle que
h(x+y) = h(x) + h(y), Ve,y e R

(aucune hypothése de mesurabilité).
Montrer que h(z) =0,V z € R.

(i) Conclusion?
d) Montrons (12). Soit A := {y € R; g(y) # 0}.
(i) Expliquer pourquoi A;(A) > 0.

(i) Montrer quil existe K < A un compact tel que 4 (K) > 0. Indication : la mesure
de Lebesgue est une mesure de Radon.

(iii) Soit p un noyau régularisant. Montrer que (12) estvraie si?) := (sgn g x ) * pe, avec
e suffisamment petit. Indication : convergence dominée.

e) Généraliser ce qui précede a des fonctions f : R” — Retg : R* — T.
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