Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3¢ année
UE Mesure et intégration & Eléments d’analyse fonctionnelle Année 2025-2026

Feuille de TD # 8
Espaces de Hilbert

Cadre. Dans ce qui suit, H est un espace de Hilbert réel (sauf si'’énoncé précise quil s’agit d’'un
espace de Hilbert complexe), et £/ un espace préhilbertien réel. Le produit scalaire, respective-
ment la norme induite sur H ou F, sont notés { , ), respectivement || |.

Exercice # 1. Soit f : [0, 1] — R une fonction convexe et dérivable. Montrer 'équivalence
0 est un point de minimum de f <= f'(0) > 0.

Exercice # 2. Montrer que, pour tout r € F,
o] = max{(z,y); y € B, ly| < 1.

Exercice # 3. Montrer que

1
@y =7 lle+yl* = le—yl], vaye E.

Exercice # 4. On considére un espace vectoriel réel X muni d’'une norme || || vérifiant I'iden-
tité du parallélogramme :

o+ yl* + llz = yll* = 2]=)* + 2[y[*, Y2,y € X.

Lobjectif est de montrer que X muni de cette norme est nécessairement un espace préhil-
bertien. Il s’agit donc de construire un produit scalaire induisant | ||. Compte tenu de I'exer-
cice précédent, posons

1
oy =7l + ylI* =z = l*], Vo, y e X.

Il reste a vérifier que 'on a bien défini ainsi un produit scalaire.

a) Montrer que, pour tout 2,y € X, ona{(z,y) = (y,z), (x,z) = ||z|* et (—z,y) =
<I, _y> = —<.73, y>

b) Montrer que, pourtoutx,y,z € X,onalzx+y,z) = {z, 2) +{y, z). (On pourra montrer
d’abord I'égalité suivante : (x + vy, 2) = 2{y, 2) + (v — y, 2).)

c) Montrer, en utilisant b), que, siz,y € X etr € Q,ona{(rz,y) = r{x,y). En utilisant un
argument de continuité, montrer que cette égalité reste encore vraie pour tout r € R.

d) Endéduire que (, ) est bien un produit scalaire sur X qui induit la norme || |.

Exercice # 5. (Inégalité de Bessel) Soit (e;)1<j<n < E (avec N = 2,3,...,0) une famille
orthonormée. Montrer I'inégalité de Bessel

D, (e <zf*, Vae k.

1<j<N



Exercice # 6. Soit (e;);>1 < H une suite orthonormée. Soit (a;);>1 < R. Montrer I'équi-
valence

2
Z aje; converge < Z aj < 0.
j=1 j>1

_ 2
aje;| = ijl as.

Exercice # 7. Soient I et G deux sous-espaces fermés orthogonaux de H. Montrer que
F + G est fermé.

j>1

En cas de convergence de 'une des séries, montrer que HZ

Exercice # 8. Soit F' une partie non-vide de H. Montrer que :

a) F* estun sous-espace fermé de H.

b) Vect (F) = F*L.

¢) F+L = Vect (F). En particulier, si I est un sous-espace fermé de H, alors F*+ = F.

Exercice # 9. Soit F' un sous-espace de H. Montrer I'équivalence

Festdensedans H < F* = {0}.

Exercice # 10. Soient F et (i deux sous-espaces fermés de H. Montrer que (F + G)* =
FtanGltet(FnG)t=FL+ G

Exercice # 11. Soit H = L?(R), muni de sa norme usuelle.

a) Montrer que

G:z{feH;/Olfzo}

est un sous-espace fermé de H, et déterminer G-.
b) Soient C.(R) I'espace des fonctions continues a support compact, et

F:={f€Cc(R);/01f=0}-

Montrer que F = G.
c¢) Déterminer l'ensemble {g € C.(R) ;g € F'1}.

Exercice # 12. Soient H = L?(]0, 1[) muni de sa norme usuelle et

Ve {feH;/olf:/O”f:o}.

a) Montrer que V est un sous-espace fermé de H. Déterminer une base de V+.
b) Soit f(z) := x. Calculer la projection orthogonale de f sur V, puis d(f, V).

Exercice # 13. Déterminer la quantité suivante

2m
inf / |sinz — a — bx|* dx.
0

(a,b)eR?

La borne inférieure est-elle atteinte?



Exercice # 14. a) Déterminer la projection orthogonale sur la boule unité fermée de H.
b) Déterminer la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par une famille ortho-
normée finie de H.

Exercice # 15. Soite,(z) := €"*,¥n € Z, ¥ x €]0, 2r[. Montrer que (e, ),cz est une base
hilbertienne de L(]0, 2x[, %o 2, 1/(27)14).

Exercice # 16. Montrer quun espace préhilbertien qui a une base algébrique orthonormée
infinie Z n'est pas complet. Indication : soit (e,),>1 < % une suite orthonormée. Soit
T, =y, (1/5%)e;, ¥V n > 1. Montrer que la suite (x,,),,>1 est de Cauchy, mais ne converge
pas.

Exercice # 17. On considére R[ X | muni de

< P,Q>:= /1 P(z)Q(z)dz, V P,Q € R[X].
0

a) Montrer que <, > est bien un produit scalaire.
b) Montrer quil existe une suite de polyndmes (P, ) ,eny qui converge uniformément vers exp
sur [0, 1].
Montrer que cette suite est de Cauchy dans (R[ X ], <, >).
¢) Endéduire sur (R[X], <, >) rest pas complet.
Exercice # 18. Soit X l'espace vectoriel complexe engendré par les fonctions de la forme
R 5t — ™ e C ol w parcourt R. Pour f, g € X, soit

I
< >:1= lim — t)g(t)dt.
f.g ngOQT/Tf( )g(t)
a) Montrer que < , > définit un produit scalaire sur X .

b) Vérifier que la famille (¢ — e™*),,cg est orthonormeée.

c) X est-il un espace de Hilbert?

Exercice # 19. Soit V' un sous-espace de H. Montrer que toute forme linéaire et continue
sur V' se prolonge en une forme linéaire et continue sur H.

Exercice # 20. Montrer que tout convexe fermé non-vide de H admet un unique élément
de norme minimale.

Exercice # 21. Donner un exemple d’une partie A fermée de (2, telle que dist(0, A) = 1,
mais ne contenant pas d’élément o vérifiant |a|, = 1.

Exercice # 22. Soit F' — H un sous-espace fermé non-nul. Soit P une projection de H sur
F (c’est-a-dire : P est un endomorphismede H, Po P = Pet P(H) = F).

Montrer 'équivalence entre

1. P estla projection orthogonale sur F.

2. Pestcontinuet||P| = 1.
3. [(P(z),z)| < ||z||” pour tout = € H.

Exercice # 23. (Polyndmes de Laguerre) Soit « la mesure sur [0, oo de densité e~ par rap-
port a la mesure de Lebesgue (C'est-a-dire u(B) = [, e “dx, ¥V B € HBjo ). Les polyndmes
de Laguerre sont définis par

e’ (d\"
L,=—1|— ind > 0.
n= (dm) (e7%2™),¥Vn =0

Montrer que les L,, est un polynéme, ¥ n > 0, et que (L, ),>0 est une suite orthonormée de
LQ([07 OO[? ‘%[0,00[7 ,LL)



Exercice # 24. (Deux identités généralisées du parallélogramme) Soient z4,...,z, € H.

a) Montrer que
tzy + (1 — t)zo|” + t(1 — t) |21 — 2o]* = t]a|* + (1 — t)] 2], V€ R.

b) Montrer que

1 2 2 2

0 > lerer + -+ 4 enwn|” = llza]” + -+ ]
(e1,--sEn)E{—1,1}"

¢) Montrer que, sip # 2, alors il mexiste pas d'isomorphisme linéaire entre ¢ et ¢*. (Sup-
poser par I'absurde quil existe un tel isomorphisme 7' : ¢?(N) — (*(N) et considérer
xT; = T(Gz))

Exercice # 25. Soit H = L*(Q2, .7, 1). SoitC = {f € H;f > 0}. Montrer que C est un
convexe fermé et que Po(f) = fx(s=0y, V f € H.

Exercice # 26. Soitu € .Z(H). Montrer 'équivalence entre

1. u estune isométrie, c’est a dire ||u(z)|| = ||z|| pour toutz € H.
2. Pourtoutz,y € H, (u(x),u(y)) = {x,y).
3. w*u = Id.

(Indication : penser a identité de polarisation).

Exercice # 27. Si H est séparable, montrer que tout ensemble orthonormé £ < H est au
plus dénombrable. Indication : si G est dénombrable et dense, construire une injection de
E dans G en considérant des boules de rayon 1/2.

Exercice # 28. a) Soient z,y € E tels que (x,y) = ||z|* = ||ly|*>. Montrer que z = y.
b) Soient (x,,) et (y,) deux suites de E vérifiant ||z, | < let|y,| < 1,V n.
1. On suppose que {x,,y,) — 1. Montrer que x,, — y, — 0.

2. Onsuppose que ||z, + y,| — 2. Montrer que z,, — y,, — 0.

Exercice # 29. Soient H séparable, (¢,),~0 < H une base hilbertienne et (f,,),~0 € H une
suite orthonormée. On suppose que

2 llen = fal* < 0.

n=>0

Le but de cet exercice est de démontrer que ( f,),>0 est également une base hilbertienne.

a) Soient N > Oetg € H telque f,, L g pourtoutn > N. Montrer 'inégalité

2
2 2
< lgl* >, llew— full®

n>N

Z (g, en)en

n>N

On choisit maintenant un N € N tel que

2
len = ful® < 1.
n>N
b) Montrer que tout vecteur g orthogonala eg, e, ...,en_1, fn, fN+1,- .., estnul.



¢) On considére les vecteurs

N = €p — 2 < en, fufr, Vn < N.

k=N
Montrer que tout vecteur g orthogonala ng, m1, ..., nv—1, fn, fn+1, .- ., estnul.
d) Soit W l'orthogonal de l'espace V' engendré par les vecteurs fy, fn11,... Montrer que
N, € W pour toutn < N et que W est engendré par g, ..., Nn_1.

e) Conclure.

Exercice # 30. Soient (e,,),>0 une suite orthonormée de H et A := {e,,; n > 0}.

a) Montrer que A est fermé et borné. A est-il compact?

b) Soit (v, ) une suite de réels positifs de carrés sommables. On note K I'ensemble des élé-
ments z € H qui s'écrivent sous la forme >, a,e, ot |a,| < o, pour tout n. Montrer
que l'ensemble K est compact.



