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Feuille de TD # �

Séries de Fourier

Notations, cadre

a) Si f :s0, 2⇡rÑ C est Lebesgue intégrable, nous posons

cnpfq :“
1

2⇡

ˆ 2⇡

0

fpxq e
´ınx

dx, @n P Z,

SNpfqpxq :“
Nÿ

n“´N

cnpfq e
ınx

, @N P N,

Sfpxq :“ lim
NÑ8

SNpfqpxq (si cette limite existe),

TNpfqpxq :“
S0pfqpxq ` ¨ ¨ ¨ ` SNpfqpxq

N ` 1
, @N P N.

b) La série formelle Sf :“
∞

8

´8
cnpfq e

ın ¨ est le développement en série de Fourier (ou la série de
Fourier) de f .

c) Les espaces et normes Lp sont considérés par rapport à I “s0, 2⇡s muni de la mesure
1{p2⇡q�1, avec �1 la mesure de Lebesgue.

Exercice # �. a) Montrer que xf, gy :“
1

2⇡

ˆ 2⇡

0

fpxq gpxq dx définit un produit scalaire

sur L2.
b) Posons enpxq :“ e

ınx
, @n P Z, @x Ps0, 2⇡r. Montrer que la famille penqnPZ est orthonor-

mée.
c) Exprimer cnpfq à l’aide de en et du produit scalaire ci-dessus, et retrouver l’inégalité de

Bessel.

Exercice # �. Soit f 2⇡-périodique et intégrable sur s0, 2⇡r. Alors :
a) f est intégrable sur tout intervalle borné.

b)
´ 2⇡

0 fpyq dy “
´ a`2⇡

a fpyq dy, @ a P R.

Exercice # �. Soit P “
∞

nPI an e
ın¨

“
∞

nPI an en (avec I Ä Z fini) un polynôme trigonomé-

trique. Montrer que P P L
1 et que cnpP q “

#
an, si n P I

0, si n R I
.

Exercice # �. Si f est localement intégrable et 2⇡-périodique, montrer que cnpfp¨ ` hqq “

e
ınh

cnpfq, @h P R, @n P Z.

Exercice # �. Soit f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique définie par

fpxq :“

#
1, pour x P r0, ⇡s

0, pour x Ps⇡, 2⇡r
.
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a) Dessiner le graphe f sur r´2⇡, 2⇡s.
b) Déterminer Sf .

c) Calculer, en fonction de x P R, la valeur de la somme
8ÿ

n“0

sinpp2n ` 1qxq

2n ` 1
.

Exercice# �. Développer en série de Fourier la fonction 2⇡-périodique donnée par fpxq :“
x pour x P r0, 2⇡r. Que donne l’égalité de Parseval?

Exercice# �. Développer en série de Fourier la fonction 2⇡-périodique définie sur r´⇡, ⇡r

par fpxq :“ | sin x|. En déduire la valeur de
ÿ

n©1

1

4n2 ´ 1
.

Exercice# �. Développer en série de Fourier la fonction 2⇡-périodique définie sur s´⇡, ⇡s

par fpxq :“ |x|. En déduire la valeur de
ÿ

n©1

1

n2
et

ÿ

n©1

1

n4
.

Exercice#�. Soit f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique définie sur s´⇡, ⇡s par fpxq :“ x
2.

a) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

b) En déduire les valeurs des séries
ÿ

n©1

1

n2
,

ÿ

n©1

p´1q
n

n2
,

ÿ

n©0

1

p2n ` 1q2
,

ÿ

n©1

1

n4
.

Exercice # ��. Soit ↵ Ps0, ⇡r et f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique définie sur s ´ ⇡, ⇡s

par

fpxq :“

#
1, si x P r´↵,↵s

0, sinon
.

a) Dessiner le graphe f sur r´2⇡, 2⇡s.
b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la somme de la série
8ÿ

n“1

sinpn↵q
2

n2
.

Exercice # ��. Soit f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique, impaire et telle que fpxq “

p⇡ ´ xq{2 sur s0, ⇡s.
a) Dessiner le graphe de f sur une période.
b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur des sommes suivantes :
ÿ

n©1

sinn

n
et

ÿ

n©1

1

n2
.

Exercice # ��. Soit f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique, paire et telle que fpxq “ 2x ´ ⇡

sur r0, ⇡s.
a) Dessiner le graphe de f sur r´3⇡, 3⇡s et exprimer fpxq sur r⇡, 2⇡s.
b) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur de la somme
ÿ

n©0

1

p2n ` 1q2
.

Exercice # ��. Soit f : R Ñ R la fonction 2⇡-périodique et vérifiant fpxq “ x sur r´⇡, ⇡r.
a) Dessiner le graphe de f sur r´3⇡, 3⇡s.
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b) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur de la somme
ÿ

n©0

p´1q
n

2n ` 1
.

Exercice# ��. Développer en série de Fourier la fonction 2⇡-périodique impaire définie sur

r0, ⇡s par fpxq “ xp⇡´xq. En déduire les valeurs des séries
ÿ

n©1

p´1q
n

p2n ` 1q3
et

ÿ

n©1

1

p2n ` 1q6
.

Exercice # ��. Soit f : r0, 2⇡s Ñ C une fonction de classe C
1 telle que fp0q “ fp2⇡q et´ 2⇡

0 fptq dt “ 0.
a) Exprimer cnpf

1
q en fonction de cnpfq, @n P Zzt0u, et calculer c0pf 1

q.
b) En déduire que

ˆ 2⇡

0

|fptq|
2
dt ®

ˆ 2⇡

0

|f
1
ptq|

2
dt.

c) Dans quel cas a-t-on égalité?

Exercice # ��. La conclusion de l’item � de cet exercice suit du corollaire ��.�� du cours,
mais le but ici est d’en obtenir un preuves plus directe et élémentaire.

a) Soit f P C
k
pRq une fonction 2⇡-périodique. Montrer que |cnpfq| ®

ˇ̌̌̌
f

pkq
ˇ̌̌̌

8

|n|k
, @n P Z

˚.

En particulier, sif P C
2, montrer que sa série de Fourierx fiÑ

∞
8

n“´8
cnpfq e

ınx converge
normalement, et que la somme de la série est f .

b) Dans cet item, nous améliorons la conclusion de l’item a). Nous supposons f P C
k´1

pRq,
f 2⇡-périodique, etf pk´1q de classeC1 sur r0, 2⇡s. Montrer que

∞
|n|

2k
|cnpfq|

2 converge.
c) Si f est continue, 2⇡-périodique, et de classe C1 par morceaux, montrer que sa série de

Fourier converge normalement vers f .

Exercice # ��. (Noyau de Dirichlet) Soit f 2⇡-périodique et intégrable sur s0, 2⇡r. Soit

DNpxq :“
Nÿ

k“´N

e
ıkx

, @x P R ;

DN est le noyau de Dirichlet.
a) Montrer que

SNfpxq “
1

2⇡

ˆ 2⇡

0

fpx ´ yqDNpyq dy “
1

2⇡

ˆ ⇡

´⇡

fpx ´ yqDNpyq dy, @x P R.

b) Montrer que

DNpyq “

$
&

%

sinppN ` 1{2qyq

sinpy{2q
, si y R 2⇡ Z

2N ` 1, si y P 2⇡ Z

“

#
sinpNyq cotan py{2q ` cospNyq, si y R 2⇡ Z

2N ` 1, si y P 2⇡ Z
.

c) Montrer que
´ ⇡

0 DNpyq dy “
´ 0

´⇡ DNpyq dy “ ⇡.
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Exercice # ��. (Noyau de Fejér) Soit

FN :“
D0 ` D1 ` ¨ ¨ ¨ ` DN

N ` 1
, @N P N,

où Dj est le noyau de Dirichlet (FN est le noyau de Fejér). Soit

TNpfq :“
S0pfq ` S1pfq ` ¨ ¨ ¨ ` SNpfq

N ` 1
, @N P N.

Montrer les propriétés suivantes.
a) Si f est 2⇡-périodique et intégrable sur s0, 2⇡r, alors

TNpfqpxq “
1

2⇡

ˆ 2⇡

0

fpx ´ yqFNpyq dy “
1

2⇡

ˆ ⇡

´⇡

fpx ´ yqFNpyq dy, @x P R.

b) FNpyq “

$
&

%

sin2
rpN ` 1qy{2s

pN ` 1q sin2
py{2q

, si y R 2⇡ Z

N ` 1, si y P 2⇡ Z

.

En particulier, FNpyq © 0, @ y, @N .
c)

´ ⇡

´⇡ FNpyq dy “ 2⇡.
d) Pour tout 0 † � † ⇡, FN Ñ 0 uniformément sur r´⇡,´�s Y r�, ⇡s quand N Ñ 8.

En particulier, pour tout 0 † � † ⇡,
ˆ

r´⇡,´�sYr�,⇡s

FNpyq dy Ñ 0 quand N Ñ 8.

Définition. Si f : R Ñ C est continue et 2⇡-périodique, son module de continuité ! est

!p�q :“ supt|fpxq ´ fpyq| ; x, y P R, |x ´ y| ® �u, @ 0 † � ® 2⇡. (�)

Exercice # ��. a) Montrer que, dans (�), le sup est un max.
b) Montrer que ! est continue et croissante.

Exercice # ��. Soit f : r0, 2⇡s Ñ C une fonction ↵-hölderienne telle que fp0q “ fp2⇡q.
Nous notons encore f son prolongement par 2⇡-périodicité.
a) Montrer que

!p�q ® 2 |f |C↵�
↵
, @ 0 † � ® 2⇡. (�)

b) Améliorer (�) à !p�q ® 21´↵
|f |C↵�

↵
, @ 0 † � ® 2⇡.

Exercice # ��. Soit f : r0, 2⇡s Ñ C une fonction telle que !p�q ! � quand � Ñ 0. Montrer
que f est constante (et réciproquement).

Exercice # ��. Montrer que SnpTnpfqq “ Tnpfq.

Exercice # ��. (Pour une mise en perspective de cet exercice, voir l’exercice ��.) Montrer
que

||Snpfq||
8

® ||Dn||1||f ||
8
, @ f : R Ñ C mesurable, bornée, 2⇡-périodique.

Exercice # ��.
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a) Montrer que

|Dnpyq| ®
⇡

|y|
min ppn ` 1{2q|y|, 1q, @n © 0, @ 0 † |y| ® ⇡.

On pourra utiliser les inégalités suivantes :

| sin t| ® min p|t|, 1q, @ t P R, sin t ©
2

⇡
t, @ t P r0, ⇡{2s.

b) En déduire que

||Dn||1 ® 1 ` ln ⇡ ` lnpn ` 1{2q, @n © 0.

Exercice # ��. Montrer que

|Fnpyq| ®
⇡
2

pn ` 1qy2
min pppn ` 1qy{2q

2
, 1q, @n © 0, @ 0 † |y| ® ⇡.

Exercice#��. (Produit de convolution de fonctions périodiques) Soient f, g : R Ñ Cdeux
fonctions 2⇡-périodiques, avec f intégrable sur s0, 2⇡r et g continue. Nous définissons

f ˚ gpxq :“
1

2⇡

ˆ 2⇡

0

fpx ´ tqgptq dt, @x P R.

a) Montrer que le produit de convolution f ˚ gpxq est bien défini, @x P R.
b) Montrer que f ˚ g est 2⇡-périodique.
c) Calculer les coe�ficients de Fourier de x fiÑ fpx ´ tq en fonction de t et de ceux de f .
d) En déduire les coe�ficients de Fourier de f ˚ g en fonction de ceux de f et g.
e) Généraliser ce qui précède au cas où f P L

p et g P L
q, avec p et q conjugués.

Exercice # ��.

a) Montrer que TNpfq “ f ˚ FN , @ 1 ® p ® 8, @ f P L
p
pIq, f 2⇡-périodique.

b) Avec p et f comme dans la question précédente, montrer que TNpfq est 2⇡-périodique,
TNpfq P L

p
pIq et }TNpfq}p ® }f}p.

c) Soit 1 ® p † 8. Si f P C
8

c pIq et f est prolongée par 2⇡-périodicité à R, montrer que
}TNpfq ´ f}p Ñ 0 quand N Ñ 8. Indication : utiliser le théorème de Fejér.

d) Soit 1 ® p † 8. Si f P L
p
pIq et f est 2⇡-périodique, montrer que }TNpfq ´ f}p Ñ 0

quand N Ñ 8. Indication : utiliser la question précédente et la densité de C8

c pIq dans
L

p
pIq.

e) Calculer cnpTNpfqq, @N P N, @n P Z.
f) En déduire que « les coe�ficients de Fourier d’une fonction déterminent la fonction » : si

f P L
1
pIq et f est 2⇡-périodique, alors rcnpfq “ 0, @n P Zs ùñ f “ 0.

Exercice# ��. (Inégalités faibles de Bernstein (I)) Commençons par la fin de l’histoire, qui
dépasse le cadre de cet enseignement. En général, l’ordre de grandeur d’une fonction ne
donne aucune information sur l’ordre de grandeur de sa dérivée. Par exemple, les fonctions
x fiÑ fnpxq :“ sinpnxq satisfont toutes |fn| ® 1, mais leurs dérivées peuvent être arbitraire-
ment grandes quandn Ñ 8. Le théorème de Bernstein donne une inégalité entre f 1 et f sif est
un polynôme trigonométrique de degré fixé. Il a�firme que, si f est un polynôme trigonométrique
de degré ® n, alors

max
xPR

|f
1
pxq| ® n max

xPR

|fpxq|. (�)
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Nous allons montrer une forme plus faible, avec un facteur supplémentaire 3, de cette
inégalité, et une version L

p de celle-ci :

}f
1
}p ® 3n }f}p, @ 1 ® p ® 8, @ polynôme trigonométrique f de degré ® n. (�)

a) Soit gpxq :“ e
ınx

fpxq. Si f est un polynôme trigonométrique de degré ® n, montrer
l’identité suivante (avecFn le polynôme de Fejér, etTn comme dans l’exercice précédent) :

f
1
pxq “ ın fpxq´2ın e

´ınx
pg ˚Fnqpxq “ ın fpxq´2ın e

´ınx
pTnpgqqpxq, @x P R. (�)

b) En déduire (�).
Pour la suite de cet exercice (inégalités faibles de Bernstein (II)), voir l’exercice # �� de

la feuille d’exercices de synthèse et avancés.
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