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Feuille de TD # 9
Séries de Fourier

Notations, cadre

a) Sif :]0,27[— C est Lebesgue intégrable, nous posons

elf) = —

"o

2
/ flz)e ™ dx, VYneZ,
0

N

Sn(H)(x) = D enlf)e™, YN eN,

n=—N
Sf(x):= lim Sy(f)(x) (sicette limite existe),

N—o0

 Su()(@) + -+ Su () ()
N+1

Tn(f)(z): ,VNeN.

b) La série formelle Sf := >\ c,(f)e™ estle développement en série de Fourier (ou la série de
Fourier) de f.

c) Les espaces et normes L? sont considérés par rapport a [ =0, 27| muni de la mesure
1/(2m) A1, avec \; la mesure de Lebesgue.

1 2w
Exercice #1. a) Montrerque(f,g) := — f(z) g(x) do définit un produit scalaire sur

2m Jo
L2,
b) Posons e, (x) := €"* ¥n e Z,¥ x €]0, 2r[. Montrer que la famille (e,, ) ez est orthonor-
mée.

¢) Exprimer ¢, (f) alaide de e, et du produit scalaire ci-dessus, et retrouver I'inégalité de
Bessel.

Exercice # 2. Soit f 2m-périodique et intégrable sur |0, 27[. Alors :

a) f estintégrable sur tout intervalle borné.
b [77 fly)dy = [T f(y)dy,VaeR.

Exercice #3. Soit P = >, _,a,€e" =), ,a,e, (avec ] c Z fini) un polyndme trigonomé-
a,, Sinel

trique. Montrer que P € L' et que ¢, (P) = 0 gl
,  sin

Exercice # 4. Si f est localement intégrable et 2r-périodique, montrer que ¢, (f(- + h)) =
e™e,(f),VheR,VneZ.

Exercice # 5. Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie par

f(z) = {1, pour x € [0, 7]

0, pourx €|, 2n[



a) Dessiner le graphe f sur [—27, 27].

b) Déterminer S'f.

sin((2n + 1)z)
2n +1

[ee}
c) Calculer, en fonction de x € R, la valeur de la somme Z
n=0

Exercice # 6. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique donnée par f(z) :=
x pour x € [0, 27[. Que donne I'égalité de Parseval?
Exercice # 7. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur [—m, 7|

par f(x) := |sinz|. En déduire la valeur de Z !

= 4n? — 1

Exercice # 8. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7]
. 1 1
par f(x) := |z|. En déduirelavaleurde » —et » —.

Exercice # 9. Soit f : R — Rlafonction 27-périodique définie sur | — 7, 7] par f(z) := 2.

a) Déterminer Sfet Sf(z),z € R.
b) En déduire les valeurs des séries Z %, Z (_nl; , Z on i ek Z %.

n>1 n>1 n>0

n>1

Exercice # 10. Soit « €]0, [ et f : R — Rla fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7]
par
1, size|—a,a
() = { el

0, sinon

a) Dessiner le graphe f sur [—27, 27].
b) Calculer SfetSf(x),zeR.
sin(na)?

0]
¢) Endéduire la somme de la série Z 5

n=1 n

Exercice # 11. Soit f : R — R la fonction 27-périodique, impaire et telle que f(z) =
(m —x)/2sur 0, 7|.

a) Dessiner le graphe de f sur une période.

b) Calculer SfetSf(z),z e R.

L. . sinn 1
¢) Endéduire la valeur des sommes suivantes : Z et Z —-
n>1 n>1 n

Exercice #12. Soit f : R — R la fonction 27-périodique, paire et telle que f(z) = 2z — 7
sur [0, 7].

a) Dessiner le graphe de f sur [—37, 37| et exprimer f(z) sur [, 27].

b) Déterminer SfetSf(z), € R.

1

¢) Endéduire la valeur de la somme 2 m
n

n>0
Exercice #13. Soit f : R — R la fonction 27-périodique et vérifiant f(x) = z sur [—m, 7[.

a) Dessiner le graphe de f sur [—3m, 37].
b) Déterminer SfetSf(z), € R.



(="

on+1

¢) Endéduire la valeur de la somme 2

n=>0
Exercice # 14. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique impaire définie sur

B (—1)" 1
[0, 7] par f(z) = x(m —z). En déduire les valeurs des séries 2 21 etg:1 TG

n>1

Exercice # 15. Soit f : [0,27] — C une fonction de classe C! telle que f(0) = f(27) et
2T f(t)dt = 0.

a) Exprimer ¢, (f’) enfonctionde ¢, (f), Vn € Z\{0}, et calculer ¢o(f").

b) En déduire que

/0 £ ()] dts/o |F/(8)]? dt.

c) Dans quel cas a-t-on égalité?

Exercice #16. La conclusion del'item 3 de cet exercice suit du corollaire 12.25 du cours, mais
le but ici est d’en obtenir un preuves plus directe et élémentaire.

1@l

[nf*

a) Soit f € C*(R) une fonction 27-périodique. Montrer que |c,,(f)| < , VneZ*.

. . . 2 z : 0 1nx
Enparticulier, si f € C*, montrer quesasériede Fourierz — > c,(f)e

normalement, et que la somme de la série est f.

converge

b) Dans cetitem, nous améliorons la conclusion de I'item a). Nous supposons f € C*~1(R),
f 2m-périodique, et f*~1 de classe C* sur [0, 27]. Montrer que > |n|?* |c, (f)|? converge.

c) Si f est continue, 27-périodique, et de classe C'! par morceaux, montrer que sa série de
Fourier converge normalement vers f.

Exercice # 17. (Noyau de Dirichlet) Soit f 27-périodique et intégrable sur |0, 27|. Soit

N
Dy(x) := Z et YreR;
k=—N

Dy est le noyau de Dirichlet.

a) Montrer que
Sn f(z 27T/ f(z —y) Dy(y) dy = 7T/ f(x —y) Dn(y)dy, Vo e R.

b) Montrer que

sin((N + 1/2)y)

, , siyé¢2nZ
Dn(y) = sin(y/2)
2N + 1, siye 2nZ
_Jsin(Ny) cotan (y/2) + cos(Ny), siy¢2rZ
ON +1, siye2nZ

) Montrer que [ Dy(y) dy = fir Dy(y)dy = .



Exercice # 18. (Noyau de Fejér) Soit

_D0+D1+"'+DN

Fy:
N N +1

, VN e N,

ol D; est le noyau de Dirichlet (Fiy est le noyau de Fejér). Soit

So(f) + S1(f) +--- + Sn(f)
N+1

Twn(f) = VN eN.

Montrer les propriétés suivantes.

a) Si f est 2r-périodique et intégrable sur |0, 27|, alors

To(P)) = 5= [ Se=) Pt dy = 5- [ fla =) Fuly) dy, vz e

2 ).
sin?[(NV + 1)y/2] _
0 7.
b) Fy(y) = { (N + D sity2) ~VFATE
N+1, siye

En particulier, Fiy(y) > 0,Vy, V N.

o [ Fn(y)dy = 2.
d) Pourtout0 < ¢ < 7w, Fiy — 0 uniformément sur [—m, —d] U [, 7| quand N — oo.

En particulier, pour tout 0 < § < 7,
/ Fy(y)dy — 0quand N — .
[—m,—d]u[é,m]

Définition. Si f : R — C est continue et 27-périodique, son module de continuité w est
w(8) = sup{|f(x) — ()]s 7y € R, |z —y| < 6}, Y0 < 6 < 2. W

Exercice #19. a) Montrer que, dans (1), le sup est un max.
b) Montrer que w est continue et croissante.

Exercice # 20. Soit f : [0,27] — C une fonction a-holderienne telle que f(0) = f(27).
Nous notons encore f son prolongement par 27-périodicité.

a) Montrer que
w(d) < 2| f|ca0*, V0 < § < 2. (2)

b) Améliorer (2) A w(d) < 21| f|cad®, V0 < § < 2.

Exercice # 21. Soit f : [0,27] — C une fonction telle que w(d) « § quand § — 0. Montrer
que f est constante (et réciproquement).

Exercice # 22. Montrer que S,,(T,,(f)) = T.(f)-

Exercice # 23. (Pour une mise en perspective de cet exercice, voir I'exercice # 26.) Montrer
que

150 (s < I1Dnlli 1 fllps ¥ f : R — C mesurable, bornée, 27-périodique.



Exercice # 24.

a) Montrer que

1D,(y)| < — min ((n +1/2)y|, 1), ¥n =0, Y0 < |y| < .

Y|

On pourra utiliser les inégalités suivantes :
2
|sint| < min (|t],1),Vt e R, sint > —t, Vt e [0,7/2].
T

b) En déduire que
|Dplly <1+ Inm+In(n+1/2), Vn > 0.

Exercice # 25. Montrer que

2

T M (4 /2% 1), ¥ 2 0,90 <y <

[Fn(y)] =

Exercice # 26. (Produit de convolution de fonctions périodiques) Soient f, g : R — C deux
fonctions 27-périodiques, avec f intégrable sur |0, 27| et g continue. Nous définissons

27
[rg(x) = %/0 flz—1t)g(t)dt, VreR.

a) Montrer que le produit de convolution f = g(x) est bien défini, V¥ x € R.

b) Montrer que f = g est 2m-périodique.

c) Calculer les coefficients de Fourier de z — f(x — t) en fonction de ¢ et de ceux de f.
d) Endéduire les coefficients de Fourier de f = g en fonction de ceux de f et g.

e) Généraliser ce qui précede au casou f € £P et g € £, avec p et ¢ conjugués.

Exercice # 27.

a) Montrerque Ty (f) = f = Fy,V1 <p < o0,V f e £P(I), f 2n-périodique.

b) Avec p et f comme dans la question précédente, montrer que 7 ( f) est 2r-périodique,
Tn(f) e 2P(I) et [Tn(H)lp < 115

0) Soitl < p < . 8i f € CP(I)et f est prolongée par 2m-périodicité a R, montrer que
|Tn(f) — f|, — 0quand N — co. Indication : utiliser le théoréme de Fejér.

d) Soitl < p < 0. 8i f € LP(I) et f est 2w-périodique, montrer que | (f) — fll, = 0
quand N — co. Indication : utiliser la question précédente et la densité de C°(I) dans
2°P(I).

e) Calculerc,(Tn(f)),VN eN,Vne Z.

f) En déduire que «les coefficients de Fourier d’'une fonction déterminent la fonction » : si
f e LY(I) et f est 2w-périodique, alors [c,(f) =0, Vne Z] = f =0.

Exercice # 28. (Inégalités faibles de Bernstein (I)) Commengons par la fin de l'histoire, qui
dépasse le cadre de cet enseignement. En général, 'ordre de grandeur d’'une fonction ne
donne aucune information sur I'ordre de grandeur de sa dérivée. Par exemple, les fonctions
x +— fn(x) := sin(nx) satisfont toutes | f,,| < 1, maisleurs dérivées peuvent étre arbitraire-
ment grandes quand n — o0. Le théoréme de Bernstein donne une inégalité entre f’ et f si f est
un polyndme trigonométrique de degré fixé. Il affirme que, si f est un polynéme trigonométrique
de degré < n, alors

max | f(«)] < n max|f(z)]. (3)



Nous allons montrer une forme plus faible, avec un facteur supplémentaire 3, de cette
inégalité, et une version L? de celle-ci :

1f ], <3n|fl, V1 <p< oo,V polynéme trigonométrique f dedegré <n. (4

a) Soit g(x) := €™ f(x). Si f est un polynéme trigonométrique de degré < n, montrer
I'identité suivante (avec F,, le polyndme de Fejér, et 7,, comme dans I'exercice précédent) :
f(x) =wm f(x)—2me™™ (g F,)(x) = f(x) —2me ™ (T,(9))(z),Vx e R. (5

b) En déduire (4).

Pour la suite de cet exercice (inégalités faibles de Bernstein (I1)), voir 'exercice # 43 de la
feuille d’exercices de synthese et avancés.



