
ËˢF④ HT→k

H
'

K ' 1-
*

y
/
= got

H À ←ËÊ$ " H →Tk

Ïy⇒↓éAEK
R

[
*

a
>
x> =☆a)Tx) grtxett
←

Ta -- le seul BEH toi
< b. a> = ( aise) ,

#EH |ÂËËËÛ)



%ÎÎ¥ = ⑤
µ
( Yan) = Etais]

="¥) Yb

T'Î ◦ Ex (a) = TY [ aytcy , a)]

Tea )] ◦ T = Œx

Eun



T

L'¥)- 1%4 1- ' P1 , Paca

(%, LÀ

On part de f- EL
"

.

Îf C- L% = la

seule fonction HELY

f-2 g = figf , V-gc-l.PL
✗ \ E-



Ecole 1
. 1-

C- E
'

E-R

ÉÉÉ
AER ≈ la :R→R cfalttat, TER

= TE la = la ◦T = [G-✗↳Yatx )

Iata]
=AI

[Î=aTNaeR



Ft2
. si ✗YEH Ë¥÷ËË: «gtx> |
< y , 17×7<7^+7;]

> = <G. ×»
→

=<y⇔=< yeux> = < EFY sa>
-

D' où PÎY = Epy àd PÉ -PF .

☐

3. B={e , , >en} BON
,

A- = (ask ) 1-≤j , uen



la matrice de T ds B .

Singer
"

, n

< y ,Ta> a < Zyjej , Èxjtej>
" n ⇒

= < Zyjej , Exi I air en>
¥ ' l l

un

= [ Je ✗ j aju
< le

,

jik , l =# sil =L



= Z Yu xj aju = Ëajukᵉj > × >
jsk

= < Tay ,
as
¥

De 1-
*

y ≥ Zyfzajuej )
u tej-

= £17 .

1-
*

de matrice (auj . ) 1-≤je , Ken

4. [G) PA) 1≤p<•



-1f = hf avec
HEL

-

u
u

classe fonction

Vasse
Clairement , * 1- linéaire

* 1- continu ( Il Tfhp≤ tlhlbo
llfllp,tfel

L'HÉLIA ¥Ç⇒



On part de FEU , geht

Bien f gly) ⑦f) ( y) dpucy ) =

auquel
+%¥Ëà

C- Y
-

= § g. (g) hly) ftydfely - { [hiygiyiffly)
✗ du 'y)



D' où
1- **g= hg , gel

?

-

FonAmspaᵈ Cenfénéral : → R)
Tonelli If : ✗✗ Y → toi • ]

,
mesurable

(XP , µ ) µ >
O o- fines

G. 9,0) ⇒ 7 µ④ 0



glx) : = § f-(a) g) Doly) G : ✗→ [0,00]

Y

☒ gdefnieeu.tout-pnht-cp.eu )
* g

mesurable

* f941#plat ffcxiy) dµ④ Ulay)
✗ ✗✗y



thmfubii-Hgp.fi ✗✗Y → R

J tfxiyldprxovkiy )
☒Y

oit GG) : = { §
# 8) doigt ,si f

0
,
sinon

* {f4 , g) day) z (et est fine )



pour presque tout -
* g intenable

* fgkndpi-d.ffx.gs dµ⊕V la 'y ) .
×☒
Autre situation :

On suppose ,
* f mesurable : Xxy →R



*

aï•Ï¥ù.§ Iflxiy) / doly) <• . enlever
,
mais

Alors : ga) : = { { Hong
)ᵈ%! si 7

0
,
Khon

est mesurable et

1g (a) / ≤ § lflxiy) / do (y) , V1
(1)



Cas particulier :
si

hlxl : = [ Ifla g) Id Oly)
y

(qui est mesurable , par
Tonelli)

sÊÎÎËÎËË



(Tf ) (x) =§ kCxiyyflydXyJ@txc-Xp.p.

(onverra que Tf
est define pp)

KE [ (Xxx)

5¥ pour mq
TfEt

✗↳ flkkx, g)Il f- (g)Holy) C- LE



D' où (selon notre discussion ) Tf define

Pip . comme une f ,
mesurable , et

dans#
-

(grâce à (D)
-

Digression : formule de dualité

Rapf (du b) :S
.

1-≤pro .

Si fett ⇒ Il ftp.supfffgjgc-L9 ,
Hgh
,
≤ | }



Variante :
si f ≥◦ mesurable , alors

sans supposer
a priori f c-LAHfhp=mp{ffg;gEL?xgki

g≥ ôg
[ DÉMÊLA preuve

du polyavei
f20 ]



Soit GEE , gao .

On a

f ( 51kHz) / lftytdolygcxducx)
× Y

TEM { Klay ) ) lftylgcxdpuxovcxiy)
Xxy



É (§, @GuyJfd µ④vk.gs ff4y)g%dµÈË✗✗Y

= " K "
#✗y) ( § f2 (g)day)§ 9%)dµ×Ü

"

Tonelli

= " K "
[(*,,

" f-"ici
"8" EA)

- -
-
-

{ [§ Ikki g) 1171ydd0ÛfgÀ



D' où ? xp SIKH , g) Il#g)Holy ) ELLE )
Y

et sa norme [
2 est ≤

Il KII
,
11f42

D'où ? Te f est bien
défini '

pp .

{mesurable e
( Hte f112≤ Il KKK f1

D'où

Tu fast lz >

continu et "Tek ≤ Kkk .



Vrai : Ê + FÈ TÈ)

↳ÉËÈ (x)
soient FGE [G)

f GH Tf (a) effet)
✗



= § gcx) ( § KG, g)

gfysddyDQMff-lyxfkcxiyga.HN")dKy)
F-
Fubini

, qui s' applique_
Cf début de latrine ftp.J-g (y)

on a donc flic)± TL ,

où

L ( yia) : = Klay ) L :'(✗✗→R



5. (b)
pp Lp (

Exo maison

pas )

f- ELP , get , g ≥◦
Preuve si

1<p<•

§ ( § / kcxiyllflyldsly)) GG )dµx)

= § § (Klay) /%1f-lyYIKK.gs/%d0G))gHH:'ldaTq-duk)



≤ { {flklx.gs/d0ly5fHxXYYMs,-vx "
P

1kHz) / IFIÎYDMY ))g⇔dµ,

≤
%

§ ( { Klay)HfMy)dHyÜgc☒H
Hülder→ Y



≤Ch)" § § 1k¢, g)11f /PljdstyÀ
"

qu'a)
✗ § HHH )

"

Tonelli ÷Ê %

= @ Il gllq [§ ( § Klay)dµÀHÎy)dÜ
≤¥

-



≤ Cnn)
"
res
"
t " g "

q
" ffp

-
- -

-
-

- - -

-
- -

-

-

§ Ikki g)11f41 ddy))ËF
Conclusions ,

£#
^

-1kf C- Et et

Il Trflp≤ (MDK@a)
% Il ftp.

D' où Tu tnypgyyf >
de norme

≤(Ms)"@a)%



À la fin ,
*
= TL .

-
-
- -
- - -

-
-

Si E-F-lr

K = ( kmn ) min ≥ ◦

Te Cant
n»

= ⇐ kmn⇒
m≥.



HI Ms : -- smup ZIkm.nl
< •

M2: = snap Zmlfamml
< •

Conf : Tu c- Lllt)
*

= TL ,
où lmri-kn.in



Càd
.

TL Canin≥. = ⑤ kinman)
MIO

6- la
,
br sba , _ )

(a
» as ,_ an ,

_ ) f0
,

ao
,
%-)

Clair : T linéaire
,

11TH ≤ 1. Tantine



e. l' ËÏæiz.IT 2

Si loin)
n» ,

(bn) n» C- la

< (bin» , T@nJnz7-_Znz.anbn-u-DTlbnlnz-lbr.ba.bz#
Œ1



E F. = U (E) isométrie

bijective
⊕
EtÏ

Soient # EH -

On écrit ✗⇒est% ,

✗
1 C-E)% c-Et

J = Y , -1h , Y 1FF, GEF
'

Uxs

= < Y ,+Ya,
Taitt>'2) = < y ,+Yz ,

Ux
,
>

on~

¥0 ✓
C-FC-Ft



= < Yn
,
Ux
,
> = < VU -171 ,Uxz >

u"

→ isométrie
=< U -1fr > ✗a>
TE

= < u
- ^

yn , x,
+ai =<Y
EE

= < U-1¥ y ,"> = < V^Pt⇐ >

De TE = U
- ^
◦ IT (E ) '



Exotic T

l
P
- e

p
1 ≤pas

'

-

en
◦T / le"

\,

lenka#m» = an R

tant ≤ Il com)maollp ¥

Càd Yem est une forme linéaire
continue sur

ta



Yen ◦ T : l^→R linéaire tantine

Yen . Te
*

≈ l'
-
- - - - -

-

- - - - - - -

- -
- - - -

.

On a donc : J une suite Cbmnlm≥Çl '

H la vie coordonnée de 1- (am)m≥o

soit donnée fou



Zbmnam En ≥ o)
m

càd
T Canin»

= ( Z bminamn≥◦
(
propres )

On vient de monter
la propre 1

Pour la propre . 2 : on regarde



Temu = (brun) n» ≤ l" (d'où la

µ ,
-

,
°
,
^
,
0
, →

O
- ) propre 2)

↓
✓ me position
enfler
-
-

TI et E- TE Tej = Tej ◦T



= la je coordonnée de T Edf bm
, j
)
m≥◦

-

De

TE EÏ = ( bm , m» / « pho
-

(pasp=
Sort (Cn) n≥

.

≤ l
"

On a

TE (G) n≥. = TI
lim Cao

,_ coup_ )
N -300

Marque



=p lim TI ( Concours -%)
Nsa

1-
*

continuer
2

N

= lim TI Çifejei )
N→ on

= lin ZNÇT ; et =
linéarité N→œ j'⇒

= lim ( Îcjbm ,
;)
m≥.

N→• j'⇒



↑
je sais que cette

limite existe ds f9

= ( Z bm
, j G) ma ◦je

1-
*

(Cn)
m»

= (Z bmncn)m≥,

701ˢᵗ . Lemme . H Hilbert
,



(xn) € te mute orthogonale
.

Ahn
au courage ⇔ Zllxnlt <

et ds ce cas : Il Exnl /2- Ellen 112 .

on n

Dém . Ë Si Elland /« e

Yn : = Z xj
(But , ④ in) av )

j≤r

Si m>n



Ahn - ynlt-fj-z.io/tf--y=pp-z*!Ht
Œso
D' où Lynn de Candy}⇒ ftp.Jncv

H Hilbert
et :

Il Zxnlt2-llbninynlf-h.nl/ynH2



Ë . bing.EE?xjH2--ZlIanH2
"

⇒
"

Ona
de ce qui précède

Il Exntl? -211%42

D' où Ê Kanie
.

☐

Sont Cao tg tant ≤C, tu

1
.

On a Z Hana , fn> fr112
Fathomale



= 2- 24fr)2≤ CE Cxifn>
2

€2

≤ CZIIXIF Inégalité de Bessel
D'où Tx bien defini |
-

(f) orthonormée
et 11-1×11 ≤CLIN .

⇒

≤sain>
2

Tlinç ,
continu ) ≤ Hait
de norme ≤[



2.
SoientHEH
Ona < y >Tx>

= < y , Earl xifnfn>

= Z au < syfn>
< y.tn>

↑
hhéantétentmuté
dupes .

= < Type>

D'où 1-
*

y
-

- Ty .

>
càd 1-ET ☐

2



1. suit du lemme de l'exo 14

Clin Îxn)2. Pym ( Ès ?)=\?Hm N→» ⇔

= lim
no Rtlm ( ËT "n) = xm .

-

si N≥ m ,

la projection est xm ,
N

car NE xn = K¥-1
£ "n
^

m
1-Hnt



C- Hm

Exode
Rappel :
T Ba -

p
-d

.

A →B

injective ⇒

IAa.p.d.TK$→ B A a. pd .

Surjective ⇒ Ba -

p -

d
.



5- orthonormée
"

A
"

Sort BCH Bap - d. > B dense
dans H

"

B
"

Soient xiyc-H.sc/--y

Pyth Ilx-ylf-axii-llyli-ze.itI⇔ ÷ =



⇒ Bloc ,ʳ%) n Bts ,%) -¢

Vx Eff , 7 CHEB tg YHC-BG.kz)

a CH ≠ Yly) si xty

YDonc
#→ B

atella ) " jette

⇒
a. pd .

☐



EKOI
T ↓ Siw -1-0 , WER

lim Iàfeiwtdt-T-oo-T-h.sn
¥ Fw@

iwt
- e-
iwt) ⇒

1-→o u u
-

olé ↓
,

est borné

0
,
si w≠o

lim siwak)
+→•

Ëeiwtdt = { 1 ,
-T



1. Séparation :
f1# ÎT ; eiwit avec Wj distincts

j' =p Aj C-¢

Si
-1
T

0=47,7> = lin ⇐ flfctltdt
+→

-T

= lin ¥ ft-z-zajaeeiH.ve"à
1-→•

- j
j =) b- l



le

= -217J f2
j' =/

⇒
Aj ⇒Aj ⇒ f-0.

☐

2 ! Exercice ( on utilise (s))

3.

H-Eamobt.P-arllabmrde.E.LY



famille orthogonale
et Z IIIÈME -2¥

<
•

M≥ /
n≥ )

H Hilbert (⇒ 2- courge
ds H

càdi 7k , 7 www.iec-R
7 Aj GG tg

§ feint = £7 ; eiwjt
j =L



Cid : linÊfneint jewitt
≥

= ◦

N→à
"

j'=p

ÆwËm"W 1

Soit ment tg wj ≤ m , V-j

Si N > m ⇒



HtnEz1neint_-zxeiwiJIYs@I.q»
j'ai

cslè

| N→œ
÷
ÎLE Cadre : ICR intervalle



H Hilbert c {ÊI→ Ra }

(i) , tu) :
PEREA

I *↳Pla ) E H

X- Ibn) ⇒ ( en tant

qu'élément de H )

⇒ &⇒

(a) RED deux ds H



{aÊn ; deRED} deux ds H
1. Mq si

( Rn) CREA
deg bin
{ p2p = , ⇒

base hilbertienne
de H

↑
dot

mdm> ⇒ si n≠m



Déj La seule chose à monter est que

{ HEH 7N
HE>o

, 77,0 - ANER

" f- ÈTÈ " « .

J IERE] tg 11f -Elles

7h tq DeRix] .

On {% , >dny _
base de Rntx]



⇒ 770
,
-7fr tg I - Êz%B .

⇒ kf-557 ; f- Iles
☐

3. I = [0,00 [ )
B
-10,005

µIÎàa
§fdµ= { fixe

_

Lex



☒ [xne-I.tn
» à débattre

Qncx:# Pn e
" d

"

Mq base hilbertienne de L' |

Étape Qn polynôme de defrén

Plus généralement : si R polynôme

é d
"

*
[ Raté] = polynôme
du Û degré que

Heide R



ex
formule de Leibniz : la

µd
"

* [ rare
-7 = e

" Z
j ) ✗

j'⇒

di
di

RH . Ce
-× )
TË e-

"

= kz c.puis (G) RH ) (x ) = polynôme
j'⇒

du În degré que Celui
de R



Etape. les
"

polynômes
"
sont ds la

oo Soit PERE]

§ TIG) J' e-
✗

du
= IG

=
IL

par
croissances comparée

< 00

Étapes . On peut identifier polynôme
et fonction polynomiale
soit De RED



Si {
•

[pâté
"

dx- ⇒ Rca) ⇒ ,

ta ≥ ◦Ème≥
⇒ 1=0 •

Étape ÎREX]
"

deux dans L?

Soit #£2 17 |FÏFdeux⇔

t' = { o}



ftp.lxe-xdx-osv-P-c-RFMËp.÷on a fᵗ"÷gflfcn>je
"

daco ⇒ §
,

Üé%fÛa< •
W '

0

⇒ g c-L
'

( [0,00 [ , Bao
, •[
)

-

%)
↑ Lebesgue



De (1)
,
on a

co

a)gcx) e-
Êda=o

,

HIER -1×7

0

g c- L2( [0,00T, @ [0,051 )
"1)

En particulier :
on

ftngctle-Edt-o.vn
≥o

(Exo 18,2 : a:=Ê )
⇒ 9=0 p - p .

⇒ f-op.pe



On est ds le cadre de la question 1 .

V typ ci) - lui )✓ degQu'- h sur
V11Qnlt-1.tn

Pour conclure :
il reste à mg

< Qn
,
Qm> ⇒ >

*ntm .

--

Ill : Cadre plus général



e
" d÷[ xné

"]
=p
multiple de *Ûʰ

Si ksn

¥ s'annule en O
-

Lemme . Si KI et VERITY

alves § un g¥cûè ] da =



= G)7)
"

Uck) (a) à e-" du

Eme Pen
◦

née sur la E-

k = ◦ évident

k→ bus On a k⇒

[ UN III. [xnèdx =



[ UH ¥ [daEelxne-HJdx-@qCwissanceshmfax.es
d
"

GÊNE-×) ]@
- fu ' (a)☒ Cièldx

°
as

±
=- [ vk.la?IGne-Ydx--c-ii-

"SU
"

tiède
,

HR
° appliquée à U

'

°



On
applique le lemme

à Qm ᵐm
ce

< Qm
, Qn> = ÇQMKQ n'☒ e-

✗
dx

-

=Pn%ÎÆ×)

=p [ Qmail offline
-*Jdx =

lemme



°

Qu'" G) ✗
"èdx ⇒ .

☐
1- ÎPN !

Ça, degQm.in"
-

Ha
, YEHŒ2 ah , g)=

<
xiy>

+ < Tay>

=«Id+T)x , y>

- -
-

H Hilbert réel
Rappel Lax- Milgram a :HxH→R



Hzp . a bilinéaire ← exo

( aka y) /≤ M Hall "YII
>V-xiyc-HM.se

le (x ,x) ≥ @
Halt
,
txtH

C > 0

Formez tt ce c-H ,
7 ! xttt

tg alx , y)
= < v , y> , Hy

c-H

↑ ✗= A-
'
v



Formes 7 ! A C- L CH) tg
alai g) = < Axiy> ,

×
, yft

Cet A est bijectif
-

-

-
-
-
-

laGuy) / = Ida⇒my> )

≤ Il Edt)xd " y "

≤ KID+TU 11 all Kyll
<•



a (a)x) = < Édit) x ,a) = < a)
a >

+1¥» ≥ Haut

EKOI aGuy) : =L (Id+T7)x , y >

/ aka y) /
≤ Il Idt TU " "" "Y "

hntant



=.
a (x ,x) = <

x , x> +
< 1-
*

Tx
,
a>

RqÙ;y,m=<yFn
= <x ,x>

+ <Tç¥
≥ < a)as



EKI Tfcx) bien defù Cet tm)

car si f. c-L'Ko , il ⇒

f. c- L' tax]) c L' tax])
↑

" can I , to , a7)
<as

⇒ ff41 dt 7 etest trine

1. ¥4



On a tf-y-f-t-pftf.lt) dtl

§ Ff4)dtÏÙÛ+jk
1
x

"

≤ [ff241 dtf
"
Fn = "%[¥

⇒ Tf est % - hïldeièenn ,
de

_ centime



(de ds fr7
,

^

2.a-( fik) : = { f- (a)hlnt.TFHThcxldxlalf.li
) / ≤ 11f11, 11h11,

-111Tftp.llthllzfy

≤ kf11,11 hllztlltfll • " Thd @

De @ ,
on a / Tfly) /≤ Kf11

,
Ty ≤ 11f14

(avec x-D Hye Eon]



⇒ IITFH ≤ llftlz (B)

De (H et (3) : ( alt , 4) | ≤ 2Kf11
,
11h11

≥

(M =2)
1 1

alf , f) = ff2 A)dx-ifffkxf.edu
≥ Il FUI ¥
⇔



D' où la conclusion ,
en utilisant

Lax - Milgram , forme 1
.

E× {en}
,
{fil

£ : = n-ZHTenlf-ZZmsten.fm>
2

↑ n

Insert pour
draguer



=p ? -2F
Tentent = ? ? < fm.tn}

Tonelli

F- £ ? <t'fmen>2-p-ZMHTY-mlFdef.TLParseval
-

= ? IITFNIF C- [0,0¥
V5 = norme de Frobenius de T



Tdematriu@jieJF-_rEE.F ← norme

jiu T→§
norme

Ex ☒ F)f) ↑ -0-finies
(Yifu)



L' A)
L'G) séparables

→ # m} base hitbox

→{fn} base hilbertienne

f-④ gcx , g)= f-(a) goy )
f : ✗→ R f④ g : ✗✗ Y→ IR

g :'(→R

em④ fn : ✗✗Y→ R



baxhilbutaButi.mq@mXOfnms_on7odeL2KxYsJxOS.qxOd)
-

Étapes emxofn C- L' AN )

-

mesurable



§@④fnlxiy )Jd µ④ okay)
✗+Y

=

= §*
,

là G) ff4) dy☒ okay ,
IonIli

fenian qu'⇒ ffn%1d.gl = 1
Y



¥2 . { fmxofnfm.in≥, est orthonormée

Soit (m'> n
' )
,
(mm) c-IN

'

< en /④ fn , >
En④ fn>

= § em ,
A) emlx ) fady) fr4

) d

/
④ play)

Xxy ME

¥ini



(
↑

• •
•

• | dpuxovlxiy) <•Ë vrai > via Hilda >
à

em /④ fi Et (étapes )
lmxofn C- L2 (étapes)
-

EmilienHolm / f-n' G) fenty)d%)
=
«m' Mm> < fi ? fr> ⇒ Si



(m '
,
n
' ) ≠ 1min)

= 1 si (m
'

, mnt = Emin )
- H Hilbert

( q) .

orthonormée

Base hilbertienne ?

MÉMÉ ' V ect (x;) dense ds H

Méthode
"

{ai }
1-
= { o }



weibo.EE# §
Soit HECHT )
Cha

tlhllz= f L' Kay)d /④Ulay)
✗✗y



Êi | htay)quand ily )
y × (1)

pour presque
tout y c- × ,

fhtcxiy)
µ
/a) <00

✗

càd# hcxiy) C- L'



Dan untel y :

flik , g) djula)
= Z<¥mybemÎ

✗ Parseval

= § hlxiyemcx)dµ☒2
(2)

✗ -

⇒
fondindey , mesurable

(voir début du TD!)



tlhllzz § Zm({ hcxiytmlx)d↑ÀdKy )

Énée? ! .fi#'HYussi.
hmly )



(<oe , car
=
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