TD d’analyse, exercice 7 feuille 3

Baptiste Boerkmann, Théotime Brun, Adrien Marion

1. Dans toute cette question j désigne un entier

(a)
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1 fixé.

Montrons par récurrence que pour 0 < k < j—1, |z;(k/j)| < k/j. Par
deéfinition de z;, |;(0)| = 0, ce qui justifie 'initialisation. Supposons
que la propriété soit vraie pour un 0 < k < j — 2 et montrons la pour
k+1.0n a
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ainsi par hypothése de récurrence et comme |f| < 1 on a
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Soit 0 < k < j—1lett, s €]0,1], supposons que t,s € [k/j, (k+1)/4].
On a alors
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Supposons maintenant qu’il existe 0 <

k<j—1letn >1tels que
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+1)/4]. Cela donne
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ot ’on a notamment appliqué le résultat précédent a chaque terme de
la somme & la deuxiéme inégalité. En faisant s = 0 on a en particulier
|z;(t)] < [t| =t pour tout ¢ € [0,1].

(c) Soient k et t comme dans I’énoncé, on a par la relation de Chasles
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On en déduit que
k=1 re41/4 t
xj(t) = ;)/UjH J / (?xj (%)) ds—l—/k/jf (?,xj (%)) ds. (2)

En retranchant a on démontre 1’égalité voulue, c’est-a-dire
t
;(t) — / f(s,xj(s))ds =
0
(e+1)/j
/F/' (f (f’x‘j (f)) B f(S’xj(S))) ds
(/3
t
E oo (k) _
+/k/j (f (j,xg <])> f(s7:rj(s))> ds. (3)

(d) En prenant la valeur absolue dans (J3)) et en utilisant 'inégalité tri-
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angulaire on obtient
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ott 'on a pu majorer les intégrandes par M, car il est clair que les
arguments sont suffisamment proches.

2. Montrons que M; — 0 lorsque j — co. Puisque f est continue sur I'en-
semble [0,1] x [~1,1] et que toutes les normes sont équivalentes dans R?
elle 'est pour la norme infinie, et puisque I’ensemble [0, 1] x [—1,1] est
compact elle y est uniformément continue, ce qui s’exprime par le fait que
pour tout € > 0 il existe 7 > 1 tel que

sup  [f(y) = f(z)l <e
y,2€[0,1]x[—1,1]
ly—=lloo 2 <1/J
or cette borne supérieure est précisément M; qui tend donc vers 0 lorsque
j — 00. On en déduit donc avec que la suite

(t oz (t) — /Ot f(s,25(s)) ds)j>0

converge uniformément vers 0. On a de plus démontré en 1. (b) que la suite
(xj);>1 de fonctions 1-lipschitziennes sur [0,1] est uniformément bornée
et équicontinue. Puisque P'espace de départ [0, 1] est compact le théoréme
d’Ascoli fournit une sous-suite uniformément convergente.
Fixons ¢ une extractrice de (x;);>1 la faisant converger vers une fonction
z. On a donc avec ce qui précéde que pour tout ¢ € [0, 1],

/o f (s,xw(j)(s)) ds 222 x(t).

Soit ¢t € [0,1], pour tout j > 1 on pose g;: s > f(8,T,(;)(5)) et g: s+
f(s,2(s)). Par continuité de f la suite (g;);>1 converge ponctuellement
vers g, on a la domination |g;| < 1 pour tout j > 1 et la fonction prenant de
maniére générique la valeur 1 est intégrable sur [0, ¢] donc par le théoréme
de convergence dominée

[ o == [ o)

Ainsi, par unicité de la limite,

:E(t):/o f(s,z(s))ds.



3. La fonction g est continue donc par le théoréme de Leibniz-Newton on a
pour tout ¢ € [0, 1] que

a'(t) = f(t,z(t))
ainsi que la condition z(0) = 0 (car z;(0) = 0 pour tout j > 1). Cela
montre que x est une solution du probléme de Cauchy initial.



