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Analyse fonctionnelle

TD 1 : Exercice n°22

Rappel de ’énoncé :
Soit (E, ||||) un espace vectoriel normé de dimension infinie.

Nous voulons montrer que si E est un espace de Banach, alors F ne peut pas avoir de base
algébrique dénombrable.

Démontrons ceci par ’absurde :

Nous supposons qu'’il existe {e,},>1 une base algébrique de E qui est dénombrable et nous
allons construire une suite de Cauchy qui ne converge pas dans E.

On pose E,:=Vect{ey,...,e,} Vn>=1

1.(a)

Soit n € N*,

E,+1=Vect{e,...,enq1}

En particulier, e,,4+1 € Ep 41

Or, e, 4+1 étant un vecteur de la base de F, il est linéairement indépendant de tous les autres.
En particulier, e, 11 ¢ Vect{ey,...,e,} d'ot e,11¢E,

Donc E,11# E, pour tout n€N*.

1.(b)

Par double inclusion :

Soit x € E,

T =2X;>1 T;e; avec un nombre fini de scalaires non nuls
Soit i le plus grand indice tel que x;0#0

Alors x € Ejg donc z € Up» 1 E),

Dou FE C Un}lEn



Soit x € Up>1E,

ngelN telque xz€FE,,

Donc z € Vect {eq, ..., €n,}

Ax1,...,2n,) € K™ telsque =372 2,e;

Or,

Vi € [1,n0], e; estun vecteur delabasede E et x; est un scalaire donc z € E
Donc Upz1 B, CE

Nous retrouvons donc que E=Up,>1E,

Construisons la suite (f,) vérifiant chacune des 5 conditions :

On pose f1=

e1
llexll

Soit n € N*

On a E,_1 & E, donc d’aprés le lemme de Riesz, il existe x € E), tel que :
[z][=1

VyeE,1|z—yll>1

Posons donc f,:=x

Les conditions (a), (b), et (c) sont donc validées.

I(Aq,..., An) €K™ tels que f,, =XF_1 Agey avec A, # 0 sinon || f, — DD YRE |lI=0 ce qui est absurde
d’aprés la condition (c)

On suppose que Vi € [1,n —1], f; a été construit ainsi.

Montrons que {f1,..., fn} est une base de E,,.

11 suffit de montrer que {f1,..., fn} est une famille libre car Card{ f1,..., fu}=n=dim E,
Soit (p1,- .-, fin) € K™ tels que Xy pu;fi =0

Montrons que pour tout i € [1,n], u; =0

On remarque que pour tout i € [1,n], f; = E;-:l Aje; avec A; # 0 pour les mémes raisons que
précédemment.

On a donc

iy pifi

=X 1 51\ e; avec Aj, # 0 pour tout i € [1,n]
=X7_1 30 i e; avec Ay, # 0 pour tout j € [1,n]
=X e Bimj ki,

Or, {e;}1<j<n forme une base de E,, donc

Yio1e N pihi, = 0 < XL A, = 0 pour tout j € [1,n]



On remarque que pour j=n on a :

tnAn, =0or A\, #0 donc p,=0

Pour j=n —1 cela donne :

Hn—1An—1, 1+ tndn, =0 Spin_1An_1, ,=0o0r A\,_1,_,#0 donc p,_1=0

n réitérer 1] A 1 in nne :
On peut réitérer ceci jusqu’a ce qui nous donne

(p1y. ey pn)=(0,...,0)

Donc {fi,..., fn} est libre et est donc une base de E,, d’ou la condition (d) est validée.

D’apres la question 1/ (b), puisque E=U,,>1E,, on retrouve bien que { f,},>1 est une base de E
ce qui nous donne la validation de la condition (e).

Soit m,m > 1, on peut supposer arbitrairement que m >n
|m — x|

:Hz}?:ls_lkfk* ?:1%#”

YA

<EHnir el el

=S npigr carVh> 1| fil =1

1 -
SZ?ﬁO — —— 0 commereste de série convergente.

Donc (,)n>1 est bien une suite de Cauchy.

Soient m>1 et y€ By,
Dans un premier temps, on suppose n=m + 1
[ = yll = ZR=137%fr — Zi1ynfe
=37t £+ S (37F — k) £l
=[I37C D frne1 = 3™ HIEEL (378 — i) )
= 37| (frner = 3™ IS 37 — ) fi)l or 3mSR (yh — 37F) fi €Epn, avec (c)

1 1
>3m+1 Z 5 gmFl



Maintenant on suppose n >m + 2

[ = yll = ZR=137%fr. — Zi1ynfe
=[S m2 3 fe+ 37D fo o — S (k= 37F) S
“lIEmp2 37 37D (frnr = 3SR (g — 37F) S|
>[370" D (fn = 3™ ISR (e = 379) fo)ll = IER 42375 il
=37 V|| frr = 3™ ISR (ke = 37) fioll = 2R mr2 37  fil
>3~ (m+D) s 1375 f|| d’aprés la condition (c)

:3—(m+1) o Eg:m+2 |37k|

_g-(mt1) _ <3<m+2>1 - (i)nw>

2
3

:37(m+1) N 1 (1 _ (l)nfmfl)

2.3m+1 3
1

=ogerr(2— 1+ 37
:ﬁ(l +37nFmEl) or (14377 > 1 done
1
>2.3’”“
Remarque :

Il est possible d’obtenir ce résultat dans un cas plus général, nous pouvons poser
Ty = Xf=1 Sk

Nous avons toujours ces deux conditions requises :

(Zn)n est une suite de Cauchy (1)

(2n)n ne converge pas (2)

Afin de reéaliser (1), il suffit que X>1|ax| < co pour que la suite (), soit de Cauchy.

Pour réaliser la condition (2), nous allons réaliser le méme calcul que dans le cas particulier et
obtenir une condition :

lzn =yl = [1XE=1 arfx — Bie1 Bufrll

=X mt2 S+ ami1 frnr1 — EE21 (B — o) fr|

LS (B — o) fi )|

:Hzg:m+2 o fr + Oém+1(fm+1 —

Qo

2= Bk=m2 arfil + Ham+1(fm+1 - E?ﬂ(ﬂk*%)fk)”

m+41
n
Zlam+1| = =m0
Pour que la suite ne converge pas, on veut

|om 11| = Ek=mas lak] >0 [amt1]| > Bhmas |k € |am| > Ek—pm 11 |ax| pour tout m € N*



Grace a la question 4, nous observons que pour tout point y € E, lasuite x,, ne converge pas vers ¥,
donc x, ne converge pas dans E. Nous avons donc créé une suite de Cauchy qui ne converge pas,
on en déduit donc que E ne serait pas complet donc pas un espace de Banach — Absurde. Nous
pouvons donc en déduire que F ne peut pas posséder de base algébrique dénombrable.

Cas particulier :

Nous savons que R[X]=Vect {X?};>; donc R[X] est de dimension infinie avec une base algébrique
dénombrable, d’aprés cet exercice, nous pouvons donc en déduire qu’il existe aucune norme telle
que RI[X] soit de Banach.



