Analyse 1

8 novembre 2013



« But du jeu : voir les raisonnements les plus simples
avec ¢ (epsilon)

« Justification de quelques propriétés des limites de
suites en utilisant ces raisonnements

x « Principe 2z ». Application : « principe du majorant »
« « Principe du plus grand des ny ». Applications : limite
des sommes, recollement, théoreme des gendarmes
« « Principe du ¢ particulier ». Applications : limites des

produits, définition de la continuité avec ¢ et o
« Quelques suites importantes
« Le début de 'analyse « conceptuelle » : suites de

Cauchy. Application : méthode des approximations
successives de Picard



Par définition, x, — ¢ € R ssi

Ve>0, I3nptq|x,— ¢ <e, YN>ng




. . 1
Calculer le plus petit ng si x, = - ete=10"",0ue=10"2

Solution.
*+ Ona/l=0

1 1
«* Ona(1) [x,— /(| <e < S <Ee &= n>-

% Sie =10"", alors (1) <= n > 10, et donc le plus petit

Ny qui convienne est ny = 11
x Sie =102, alors ny = 101 convient

l

V.




Remarques

Donc, en général, ny dépend de ¢
Si nécessaire, on écrit ny = ny(c) pour souligner la
dépendance de ny par rapport a ¢

ny n'est pas unique
Dans I'exemple précédent, tout ny > 11 peut étre pris
comme p(10~7)

Plus généralement, si m peut jouer le réle de ng, alors
tout kK > m peut jouer ce role




Principe 2¢

Principe 2¢
Pour prouver la convergence x, — ¢ € R, il suffit de
trouver (pour tout e > 0) ny tq | X, — ¢| < 2¢,V N > ng...

...bien que cette inégalité soit plus faible que |x, — /| < ¢,
vYn>ng

Démonstration.
Si n> ny(e/2), alors nous avons |x, — ¢| < 2

€

2:5 [l




Travail individuel
« Enoncer et prouver le principe 10¢
+ Enoncer et prouver le principe £2

Nous avons le principe suivant (admis)

Principe g(¢)

Soit g : [0, oo[— [0, oo continue et telle que g(0) =0

Pour prouver la convergence x, — | € R, il suffit de
trouver (pour toute > 0) mo tq |x, — /| < g(e), Vn > ng

Remarque

Le principe fonctionne aussi si on obtient « < g(¢) » au
lieu de « < g(e) »




Ainsi, pour prouver que x, — ¢ € R, la stratégie est la
suivante :

* On se donne ¢ > 0 (« Soite > 0 »)

« On cherche ny tq |x, — ¢| < g(¢), Vn > ny (avec g
convenable)

« Variante : on montre que |x, — ¢| < g(¢), Vn > ny



Application : principe du majorant

Principe du majorant
Hypotheses

* |Xp— | < Cyp, V1

x yp — 0, C > 0 constante

Conclusion
Xn —

.

Démonstration.

x Soite > 0

Soit g tq |yn| = yn <, VN> ny

Alors |x, — l| < Ce,¥Yn > ng

On conclut grace au principe Ce ]

*

*

*

.




Principe du majorant
Exercice d’application

1+ 2sinn?
+S|nn:O

Ona lim

n—oo )

+ On a

H 2

1 + 2sinn? B
n n

!

n

« On applique le principe du majorant avec y, := :—7 et
Cc=3 O]

4




Principe du plus grand des ng

Principe du plus grand des ng

Si la propriété (P1) est vraie pour n > ny, et si la propriété
(P2) est vraie pour n > n», alors les propriétés (P1) et
(P2) sont vraies (en méme temps) pour n > ng, ou

N := max{ny, n}




Application : limite de la somme

Proposition

Hypotheses x, - (€ Rety, > LeR
Conclusion x, + yn, — ¢ + L

v

Démonstration.

x Soit e > 0. Soient ny, no tq

X —l| <e, Yn>met|y,—Ll<e, YNn>n,
« Soit ng := max{ny, n}. Si n > ny, alors

%+ Y) = (€ 4+ L)) = (X0 — 0) + (Vo — L)|
< o=l +Iyn— L] <ct+e=2¢

« On conclut grace au principe 2= O

v




Application : théoreme des gendarmes

Théoreme des gendarmes
Hypotheses

* Yn < Xp < 2

x Yp =L ER, z, — £ (Méme /)

Conclusion
Xp — 4

Il existe des variantes de ce résultat si / = coou ¢ = —oc0
(voir feuille d’exercices no 4)



Application : théoreme des gendarmes

Démonstration.

x Soit e > 0. Soient ny, n, tq

Vn =t <e, Yn>met|z,—l <e, VN>
« Soit ng := max{ny, n}. Si n > ny, alors
l—e <Y< Xp < Zp<l+eetdoncl—e < X, < {+¢

* Dou |x, —f| <e&,VN>ng O

4




Application : recollement

Formulation vague
Si une suite (x,) « se casse » en plusieurs sous-suites,

toutes avec la méme limite ¢, alors x, — /¢
Lhypothése clé est que ¢ ne dépend pas de la sous-suite




Application : recollement

Voici une formulation rigoureuse d’un cas particulier de
recollement

Proposition

Hypotheses

* (Xp(n)) €t (Xy(n)) sous-suites de (x,)

« Tout entier m est soit de la forme ¢(n), soit de la forme
Y(n). Cad :

Vm e N, 3n e Ntq soit m = ¢(n), soit m=1y(n)

* Xy — L et Xy — £ (Méme ()
Conclusion
Xp — /{

.




Application : recollement

« Sl Xon — £ et Xon 1 — £ (Méme (), alors x, — ¢

x Sl Xoni1 — ¥, Xany1 — £, Xanio — £ €t Xgn — £ (Méme /),
alors x, — /

Travail individuel : reprendre, dans le poly sur le sup,
I'exercice sur la suite (z,) donnée par

1 1 1

——+ +(—1)”+11, vn>1,

Zn::1—§+§ 4 n

et montrer que (z,) converge



Application : recollement

x Soit e > 0. Soient ny, no tq

Xom — b <e, YNn>nyet|xym—4 <&, VN>no
w(n) Y(n)

*

Soit ny := max{p(n), ¥ (n2)}

Soit m > ny. Soit ntq m = (n) ou m = ¥(n)

x Sim= p(n), alors n > n;. De méme : si m = ¢(n),
alors n> no

Dans lesdeux cas : |xn —{| <&, Vm> g O

*

*

Travail individuel

« Examinerles cas ou ¢ =ocoou{ = —c0

« Etudier le cas de plusieurs sous-suites. Notes de cours,
Poroposition 5.16, p. 40



Principe du ¢ particulier

Principe du ¢ particulier

Une propriété vraie pour tout ¢ est vraie pour des valeurs
particulieres de




Application : une suite convergente est
bornée

Proposition
Une suite convergente est bornée

Cad:six, >/ e R,alorsdabeRtga< x,<b,Vn




Application : une suite convergente est
bornée

Démonstration.

« On prend e = 1 dans la définition de la convergence.
Soit g tq [x, — ¢ <1,¥n>ng

* Onadonc/—1<x,</+1,Yn>ny

+x On obtient a < x, < b, avec

a:=min{¢{ —1,Xo,...,Xn—1},

b:=max{¢{+1,Xo,...,Xn,—1} O

V.

Travail individuel : si x, — ¢ € R, montrer qu’il existe M tq
Xl < M, ¥ n




Application : limite d’'un produit

Proposition

Hypotheses
Xp >l eRety, - LeR

Conclusion
XnYn — L L




Application : limite d’'un produit

Démonstration.
x Soit M1q x| < M,Vn
x Soit e > 0. Soient ny, N tq

X —l| <e, Yn>nmet|ly,— Ll <e, Yn>n,

« Soit ng := max{ny, n}. Si n > ny, alors

|Xnyn =1 L| = |Xnyn — XpL + x,L — ¢ L|
< |Xn¥n — XaL| + |XpL — £ L]
— [xallyn — LI + X0 — 4IIL]
< Me + |Lle = (M + |L|)e

« On conclut grace au principe Ce




Application : continuité avec € — ¢

Sif: A— Retx e A, alors f est continue en x ssi

[(xn) C A, X, = x] = f(xp) = f(x)




Application : continuité avec € — ¢

Proposition
Hypotheses
« f:A—=R
x*x XEA

Conclusion
f continue en x ssiVe >0, 36 > 0tq

yeAly—xl<d] = [f(y)-f(x)<e

.




Application : continuité avec € — ¢

Démonstration de « — ».

« Parlabsurde : 3¢ >0tqVd > 0,3y c Atqly — x| < ¢
et[f(y) —f(x)[ = ¢

. 1 :
« Prenons un § particulier : § := rs Soit y = y, comme

ci-dessus
1
* Alors (1) yn € A, [yn — x| < —, et (2) |[f(yn) — f(X)| 2 <,
v n
« De (1) et du principe du majorant, nous avons (3)
Yn— X

« Si n> ny(e), (2) et (3) contredisent f(y,) — f(x) &K [

v




Application : continuité avec € — ¢

Travail individuel
« Preuve de « < ». Voir notes de cours, Proposition
4.9, pp. 31-32

« Caractérisation de la limite lim f(y) avec € — 6. Notes
y—x

de cours, Proposition 6.1, p. 43



Quelques suites importantes

Suite arithmétique
* Xo €R, X,:=X,_1+a,Vn>1,avec a € R constante
« Terme général : x, = Xxo+na,vn>0

00, sia>0
« Limite : x, = ¢ —0c0, sia<0
Xo, sia=0

.




Quelques suites importantes

Suite géométrique
X € R, x,:=qgXx,_1,VNn>1,avec q € R constante
« Terme général : x, = xq",Vvn>0

0, si—1<qg<1
1 ig=1

* Limitesixo=1:x, — ’ s!q
0, sig>1

n'existe pas, siq < —1




Quelques suites importantes

Calcul de lim x,

n—oo
Pour g > 0, voir feuille 4 TD
x Si —1 < g, alors —|q|" < q@" < |q|". Grace au théoréme
des gendarmes, nous obtenons q" — 0
x Siqg=—1, alors xo, — 1 et x2,.1 — —1. On conclut
grace a I'absence de recollement
Raisonnement analogue si g < —1 : nous avons
Xon — 00 €t Xopnt1 — —O0

*

*




Suites de Cauchy

Motivation : étudier la convergence d’une suite (x,) sans
aucune information sur sa monotonie

Définition
Une suite (x,) est de Cauchy ssi: Ve > 0,3 tq

|Xm — Xa| < e, Vm,n>ng

Théoréme
(x,) converge ssi (x,) est une suite de Cauchy

Travail individuel : preuve de « — ». Notes de cours,
Théoreme 5.18, p. 41



Suites de Cauchy

Preuve de « <= ».
x Posons A, := {Xn, Xn41, ...}, Yn:=infA, et z, := sup A,
* Nous avons y, < x, < z,,Vn

x Soite > 0.Sin>nyg=ny(e), alors x, — £ est un
minorant de A, et x, + ¢ est un majorant de A,

x* Douz,—y,<2:,Vn>ng
« Nous obtenons z, — y, — 0 (principe 2¢)

« Le théoréme des suites adjacentes donne y, — ¢ € R
et z, — ¢ (méme /)
« Le théoréme des gendarmes implique x, — ¢ O

V.




Résultat admis

Proposition
Une suite (x,) est de Cauchy (donc converge) ssi 3¢, 1q

x ep— 0




Application : méthode de Picard

Définition

Soit f : R — R. Alors f est contractante ssi: 3k < 1 1q
[f(x) —f(y)l < klx—y|,Vx,y eR




Application : méthode de Picard

X —sinx

f:R—R,f(x)=

3 , est contractante

1 —cosx

* Onaf(x)= ,d’ou |f'(x)| < g

« Le TAF donne |f(x) — f(y)| < g\x—y|, Vx,y eR O




Application : méthode de Picard

Proposition

Hypothese

f: R — R contractante

Conclusions

« |l existe un (seul etun seul) ce Rtq f(c)=c

« Pour tout xp € R, la suite de Picard, donnée par
Xn = f(Xn_1), YN > 1, converge vers ¢

Travail individuel : unicité de c¢. Voir feuille 5 de TD



Application : méthode de Picard

Démonstration de « x, — ¢ ».

+ Par récurrence sur n > 0, nous avons
[ Xnt1 — Xn| < K"[X1 — Xo|

* Sim> n, alors

[ Xm = Xn| = |(Xm — Xm—1) + - + (X1 — Xp)|
< X = Xm—1| + -+ [Xnp1 — Xal
< X=Xl

n.__
s = K" :=¢,

Nous avons e, —+ 0 (car0 < k < 1)
Donc (x,) est une suite de Cauchy
Soit ¢ := lim x,

n—oo

Alors Xp.1 = f(x,) = ¢ = f(c) O

*

*

*

*




