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Cadre général. Nous nous intéressons a I'équation des ondes homogeéne

uy — ANyu=0 dansR"” x R
Up—o = f dans R" : 09)
Ugp—g = ¢ dans R"

L.

(@) Expliquer le sens de chaque égalité dans (1), en explicitant les variables indé-
pendantes qui apparaissent, ainsi que les dérivées partielles qui interviennent.

(b) Préciser ce qui est donné et ce qui est inconnu dans (1).

(c) Pour une régularité « naturelle » a obtenir sur la solution, quelles sont les hy-
potheses « évidentes » de régularité sur les données?

Par la suite, nous faisons une analyse partielle de (1). Pour z € R",t € Ret
r > 0, soit S(x,r) la sphére (euclidienne) S(z,r) = {y € R"; |y — x| = r}. Si
u=u(z,t) € C*(R" x R), soit

Uz, t,r) = ]i( )u(y,t) d"(y). 2)

II. Dans cette partie, u € C*(R" x R) nlest pas supposée étre solution de (1).

(d) Montrer que

Ulx,t,r) = ]i(o . u(z +rz,t)dA" 1 (2). 3)

(e) Sir < 0,nousdéfinissons U(x,t,r) comme le membre de droite de (3), de sorte
que U est maintenant définie sur R” x R x R. Montrer que U est de classe
C?dansR" x R x R.

() Montrer que U est paire dans la variable r.



(g) Donner les expressions de U, et Uy en fonction de u et de ses dérivées par-
tielles.

(h) Siz € R",t € Retr > 0, montrer que

r
Ur(fL', t, 7’) = ; 7[3( : Ayu(y7 t) dya 4)

1
Urr(xvtu 7") = (ﬁ - 1) ][B( ) Ayu(y7t) dy

5)
+][ A,uly, t) 4" (y),
S(z,r)

ot B(z,r) estla boule (euclidienne) B(xz,r) = {y € R"; |y — x| < r}.
IIL. Dans cette partie, u € C*(R™ x R) est solution de (1).

(i) Pourz € R"etr € R, exprimer U(x,0, ), respectivement U, (z,0,r), en
fonction de f, respectivement g.

() Montrer que,siz € R",t € Retr > 0, alors
T(Utt — UT"r‘) — (n — 1)U7" =0. (6)

(k) Montrer que (6) reste vraie sir < 0.

() Dans cette question, n = 3. Posons, pour z € R} teR,r €R,

Ulz,t,r)=rU(z,rt).
Montrer que U (z, -, -) vérifie léquation des ondes A une variable r € R
U — Uy = 0. @)
(m) Méme cadre que dans la question précédente. Ecrire le probléme

ﬁtt—ﬁwzo dansR x R
(7|t:0 =7 dans R (8)
fjt\t:o =7 dans R

satisfait, 3 € R3 fixé, par U(z, -, -).
(n) Indiquerla démarche menant ala syntheése (résolution rigoureuse) de (1) pour
n = 3 a partir de la question précédente.



