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Cadre général.Nous nous intéressons à l’équation des ondes homogène
utt −∆xu = 0 dansRn × R
u|t=0 = f dansRn

ut|t=0 = g dansRn

, (1)

avec données initiales f, g ∈ C∞
c (Rn).

Résultats admis.Nous admettons les résultats suivants.
i) Le problème (1) a une et une seule solution u ∈ C∞(Rn × R).
ii) À t fixé, cette solution vérifie u(·, t) ∈ C∞

c (Rn). De plus, si [a, b] ⊂ R, alors
il existe un compactK ⊂ Rn (dépendant de a et b) tel que suppu(·, t) ⊂ K,
∀ a ≤ t ≤ b.

Questions.
(a) Soit, pour t ∈ R,

E(t) :=

ˆ
Rn

|∇u(x, t)|2 dx =

ˆ
Rn

[
(ut(x, t))

2 + |∇xu(x, t)|2
]
dx.

Monter queE est constante et donner la formule deE(0).
(b) (Ce point peut être ignoré si la réponse à la question (d) ne repose pas sur l’uti-

lisation de la transformée de Fourier.) Calculer, en justifiant la réponse, à t
fixé, la transformée de Fourier de u(·, t) en fonction de celles de f et g.

(c) (Ce point peut être ignoré si la réponse à la question (d) ne repose pas sur l’uti-
lisation de la transformée de Fourier.) Calculer, en justifiant la réponse,

lim
|t|→∞

ˆ
Rn

|ξ|2|f̂(ξ)|2 cos2(t|ξ|) dξ. (2)

(d) Justifier l’égalité

lim
|t|→∞

ˆ
Rn

(ut(x, t))
2 dx = lim

|t|→∞

ˆ
Rn

|∇xu(x, t)|2 dx =
1

2
E(0). (3)

Si la preuvede (3) repose sur l’utilisationde la transforméedeFourier, préciser
les formules du type (2) qui sont utilisées dans la preuve.


