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SoitΩ ⊂ RN un ouvert borné.

Exercice# 1.
(1) Rappeler les définitions des espacesH1(Ω),H1

0 (Ω),H−1(Ω), et les normes « usuelles » que l’on peut
considérer sur ces espaces.

(2) Si S ∈ H−1(Ω), montrer que l’équation−∆u = S dansD ′(Ω) a une et une seule solution u(S) ∈
H1

0 (Ω).

(3) Montrer que, si on considère surH1
0 (Ω) etH−1(Ω) des normes convenables (que l’on précisera), l’ap-

plication S 7→ u(S) est une application linéaire unitaire deH−1(Ω) versH1
0 (Ω).

Exercice# 2. Soient (ej)j≥1 ⊂ H1
0 (Ω) une base hilbertienne de L2(Ω), et λj > 0, λj ↗ ∞ tels que

−∆ej = λjej dansD ′(Ω), ∀ j.
Soit T > 0. On considère le problème

□u = 0 dansΩT := Ω×]0, T [

u|t=0 = f dansΩ
ut|t=0 = g dansΩ
u = 0 sur ∂Ω× [0, T ]

. (1)

(1) Si f ∈ H1
0 (Ω), rappeler les formules reliant ||f ||H1

0 (Ω), ||f ||H−1(Ω) et (f, ej)L2(Ω), j ≥ 1.

(2) Proposer, en expliquant la démarche et les calculs formels, une solution formelle u = u(x, t), x ∈ Ω,
0 ≤ t < T , de (1).

(3) Sif ∈ H1
0 (Ω) etg ∈ L2(Ω),montrerque la solution formelle ainsi obtenuea lespropriétés suivantes :

(a) □u = 0 dansD ′(ΩT ).
(b) u(·, t) ∈ H1

0 (Ω), ∀ 0 ≤ t < T , et u ∈ C([0, T [;H1
0 (ΩT )).

(c) lim
t↘0

u(·, t) = f dansH1
0 (Ω).

(d) u(·, t) ∈ L2(Ω), ∀ 0 ≤ t < T , et u ∈ C1([0, T [;L2(Ω)).
(e) lim

t↘0
ut(·, t) = g dansL2(Ω).

(4) Au passage, énoncer les résultats abstrait utilisés pour prouver les items (b) et (d), et montrer l’un
d’entre eux.

(5) A-t-on u ∈ C2([0, T [;H−1(Ω))?


