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À propos du dual de l’espaceLp vectoriel

Soient (X,T , µ) un espacemesuré, 1 ≤ p < ∞ et k ≥ 2 un entier. Onmunit
l’espace

Lp(X;Rk) := {f = (f1, f2, . . . , fk) ; fj ∈ Lp(X;R), j = 1, . . . , k}

de la norme

||f ||p :=

(
k∑

j=1

||fj||pp

)1/p

=

(∫
X

k∑
j=1

|fj|p
)1/p

.

Lemme. Soit 1 < p < ∞. Soit q le conjugué de p. Alors

φ ∈ [Lp(X;Rk)]∗ ⇐⇒[
∃ g ∈ Lq(X;Rk) tel que φ(f) =

k∑
j=1

∫
X

gjfj, ∀ f ∈ Lp(X;Rk)

]
.

De plus, nous avons

|||φ||| = ||g||q.

Démonstration. Étape 1. Forme deφ.D’une part, si g ∈ Lq(X;Rk), alors l’inégalité
triangulaire et l’inégalité de Hölder donnent∣∣∣∣∣

k∑
j=1

∫
X

gjfj

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=1

∫
X

|gjfj| ≤
k∑

j=1

||gj||q||fj||p ≤
k∑

j=1

||gj||q||f ||p,

et donc

Lp(X;Rk) ∋ f 7→ φ(f) :=
k∑

j=1

∫
X

gjfj



est une forme linéaire et continue surLp(X;Rk).
Réciproquement, si φ ∈ [Lp(X;Rk)]∗, soit, pour 1 ≤ j ≤ k,

φj(fj) := φ(0, . . . , 0, fj︸︷︷︸
en je position

, 0, . . . , 0), ∀ fj ∈ Lp(X;R).

Alors |φj(fj)| ≤ |||φ|||||fj||p, et donc φj ∈ [Lp(X;R)]∗. Le théorème de Riesz
donne l’existence de gj ∈ Lq(X;R) telle que

φj(fj) =

∫
X

gjfj, ∀ fj ∈ Lp(X;R).

Par linéarité,

φ(f) =
k∑

j=1

∫
X

gjfj, ∀ f = (f1, . . . , fk) ∈ Lp(X;Rk).

Étape 2. Calcul de |||φ|||. L’inégalité triangulaire et l’inégalité de Hölder (appliquée
deux fois) donnent

|φ(f)| ≤
∫
X

k∑
j=1

|gj||fj| ≤
∫
X

||g(x)||q||f(x)||p dµ(x) ≤ ||g||q||f ||p,

et donc |||φ||| ≤ ||g||q.
Par ailleurs, en prenant fj(x) := |gj(x)|q−1 sgn(gj(x)), ∀x ∈ X, ∀ 1 ≤ j ≤

k, nous avons

φ(f) = ||g||qq et ||f ||
p
p = ||g||qq = ||g||p(q−1)

q ,

d’où

||g||qq = φ(f) ≤ |||φ|||||f ||p = |||φ|||||g||q−1
q ,

et donc |||φ||| ≥ ||g||q. Finalement, |||φ||| = ||g||q.


