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A propos du dual de 'espace L? vectoriel

Soient (X, .7, i) un espace mesuré, 1 < p < coetk > 2 un entier. On munit
espace

LP(XGRY) = {f = (fi, for -, i) [ € LP(XGR), j=1,... Kk}

de la norme

k 1/p k 1/p
111, = <Zl|fj||§> —(/X Z\fjlp> |

Lemme. Soit1 < p < oo. Soit ¢ le conjugué de p. Alors

¢ € [LP(X;RN]*

k
[39 € LY(X;R*) tel que p(f) = Z/ 9:f5, ¥ [ € LP(X;RY)
j=17X

De plus, nous avons

lelll = llgl,-

Démonstration. Etape 1. Forme de . D'une part, si g € L4(X;R¥), alors I'inégalité
triangulaire et I'inégalité de Holder donnent

k k k k
Z/ 9ifi| < Z/ 195551 <D Mgl 151, <D Mgl IF 1L,
j=17% j=17% j=1 j=1

et donc

k
LP(X;RF = £
(X:RE) 5 £ o(f) Z/ng



est une forme linéaire et continue sur L?(X; R¥).
Réciproquement, si p € [LP(X;R¥)]*, soit, pour 1 < j < k,

0;i(f;) =»(0,...,0, fi  ,0,...,0), Vf; € LP(X;R).
~~

en j¢ position

Alors ()] < llllll f5ll,,, et done ¢; € [LP(X;R)]". Le théoreme de Riesz
donne l'existence de g; € LI(X;R) telle que

wi(fi) = /ngfw Vf; € LP(X;R).

Par linéarité,
k
P =3 [ i Y= (e o) € DGR
j=17X

Etape 2. Calcul de ||||. Linégalité triangulaire et 'inégalité de Hélder (appliquée
deux fois) donnent

() S/)(Zlgjllfjl S/Xllg(rc‘)llqllf(x)llpdu(w) < lgll I £1l,

et donc [lpf|| < g,

Par ailleurs, en prenant f;(x) == |g;(z)|" 'sgn(g;(z)), Vo € X,V1 < j <
k, nous avons

_ q P _ q _ p(g—1)
o(f) = lglg et £, = gl = lgllg*
d’ou
q __ _ q—1
lgllz = () < llelllf1l, = lleliilgly

etdonc || = [lg,- Finalement, [[¢[|| = g, =



