UCBL 2015/2016 — UE Fonctions d’une variable complexe

— exercices d’entrainement pour le controle final —

Exercice 1. Soit f : C — C la fonction définie par :

zy(z+uwy)
flz+wy) = 2 +y? st tuwy 70
0, siz+wy=0.

Montrer que f n’est pas différentiable en 0, mais possede des dérivées partielles qui satisfont les
équations de Cauchy-Riemann en 0.

Exercice 2 (Racines p-iemes). Soit U un ouvert de C et p un entier, p > 2. On appelle détermination
holomorphe de z — 2P sur U toute fonction holomorphe f: U — C telle que pour tout z € U on ait

(F)P ==

a) Montrer que s'il existe une détermination holomorphe du logarithme sur U, alors il existe une
détermination holomorphe de z — 2P sur U.

b) Soit f une détermination holomorphe de z + 2z'/7 sur U. Montrer que pour tout z € U on a
f(2) #0. En déduire que 0 € U.

c¢) On suppose U connexe et on note f;, fo deux déterminations holomorphes de z +— z'/? sur U.
Montrer qu’il existe A € C* tel que f; = A fs.

d) En déduire que s’il existe une détermination holomorphe de z + z'/P sur U, alors il en existe
exactement p distinctes. Quelles sont-elles 7

e) Montrer qu’il existe une unique détermination holomorphe f de z + z'/3 sur U = C\ R~ telle
quef(1) = e*/3. Calculer f(2) et déterminer f(U).

Exercice 3. En intégrant z — e* le long d’'un chemin convenable, montrer que pour tous a,b € R, a <b
et pour z € C tel que Ree(z) >0 on a :

|€bz . 6az| < (b— a)lz|€b9‘§ee(z)‘

Exercice 4. Soit v un lacet continu contenu dans un ouvert U C C. Montrer que «y est homotope (relatif
a U) a une ligne polygonale fermée.

Exercice 5. Soit f : U — V holomorphe et bijective, avec U C C un ouvert. Montrer que I'aire A(V)
de V' (c’est-a-~dire la mesure de Lebesgue bidimensionnelle de V') est donnée par

A(V) = /U (@ + ) dzdy.

Exercice 6. Soit f : D(0, R) — C une fonction holomorphe.

1. Montrer qu’il existe des nombres complexes a,, n € N, tels que

f(z) = Zanz",‘v’z e D(0, R).

neN
2. Déterminer, en fonction des a,, toutes les primitives de f.
1

1
Exercice 7. Soit f: U — C, f(z) :== - — [» avec U:={z€C;0,|z| <1}. Montrer que f n’admet
z  z-—

pas de primitive dans U.



Exercice 8. Soit F' C C un fermé connexe contenant les points 0 et 1. Soit U := C\ F. Soit f: U — C,

1 1
f(z)=-— P Montrer que f a une primitive dans U.
z z-—

Exercice 9. Soient 0 < Ry < Ry < oo et U :={z € C; Ry < |z| < Ry}. Soit f: U — C holomorphe,
de développement en série de Laurent

f(z) = Zanz", Vzel.

ne”L

Montrer que f a une primitive si et seulement si a_; = 0.
[Indication : quelle est la formule de a_; 7]

Exercice 10. Soit f(z) := Zanzn une série entiere convergente dans le disque U := (0, R) (avec

neN
R €]0, o¢]) et telle que

1f'(2)| <M, Vzel.
Montrer que

M
la,| < T Vn>1.
nr"—

Exercice 11. Soit f(z) := Z a,z" une fonction entiere telle que
neN

1f/(2)] < Mell vz e C.

Montrer que
lan| < M (5) , ¥neN.
n

Exercice 12. Soient 0 < Ry < Ry < o0 et U :={z€ C; Ry < |z| < Ry}. Soit f: U — C holomorphe.
Soit z € D(0, Ry). Montrer que l'intégrale

ne dépend pas de r €] Ry, Rs|.

Exercice 13. Soit ¢ : €(0,1) — C continue. Montrer I’équivalence suivante :

U #O 4o o, VZED(O,l)} — U &g)dgzo, Vn e N .
#01) C — 2 ¢01) C
Exercice 14. Soit p > 2 un entier.
1
1. Calculer le développement en série entiere au voisinage de 0 de f(z) := T
—z
2. En déduire celui de g(2) !
. En déduire celui de g(2) := :
g 1424+ 2p71
3. Trouver les rayon de convergence des séries ainsi trouvées.
Exercice 15. 1. Montrer qu’il existe une et une seule fonction holomorphe f : D(0,1) — C telle que

fA2) =142 VzeD(0,1), et f(0)=1.



2. Montrer que
(2n — 2)!

_ _1\n+1 n
flz) =1+ (-1) Bl D) vz eD(0,1).
n>1
Exercice 16. 1. Montrer qu'il existe une et une seule fonction holomorphe f : D(0,1) — C telle que

f2(2’)=# VzeD(0,1), et f(0)=1.

1 — 22’

2. Montrer que la fonction sin est injective sur D(0, 1).

Notons g(z) la réciproque de sin sur ce domaine, et posons h := g

f

3. Montrer que
(1—2*)R(2) — zh(z) =1, Yz € D(0,1), et h(0) = 0.

4. En déduire que
2-4---(2n)
h :§ —1)" "tV 2 e D0, 1),
(Z) ( )1'3_.'(2,”/_'_1)2 Y Ze (7)

neN

Exercice 17. Montrer que la formule

définit une fonction entiere.
Exercice 18. Soit U := {z € C; Rez > 0}.

1. Soit n € N*. Montrer que la formule

fu(2) ::/ t=~le7tdt, Vz € U,
1

définit une fonction holomorphe.
2. Montrer que la formule
['(z2):= / t“le7tdt, Vz €U,
0
définit une fonction holomorphe.

Exercice 19. Soit U := D(0, R). Soit zy € U. Soit f : U — C holomorphe telle que
If() <M, YzeU, et f(z)=0.

Montrer que

R|z — z| , R
—— , VzeU et < M-——-—-.
|R2—ZZ_0|’ z € ‘f (ZO)‘ — R2—|Zo‘2

[Indication : se ramener d’abord au cas R = 1. Puis au cas zg = 0, en utilisant une transformation
de Moebius. |

1f(z) <M

Exercice 20. Soit U := {z € C; Rez > 0}. Soit f: U — C une fonction holomorphe s’annulant en les
points distincts z1,..., 2, € U. Montrer que

z—z| |z—2| [z2-

f(2) < nl v ew

TletAEl etEm ezl

3



Exercice 21. Soit U := C'\ (Do U D), avec
D,:={z+ut;te[0,00[}, x=0,1.
1. Montrer que U est simplement connexe.
2. Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f : U — C telle que

e’ = z, Vzel.

Exercice 22. Pour chacun des ouverts U ci-dessous, QU est orienté dans le sens direct. On précisera ce
sens, et on calculera les intégrales suivantes par rapport a ce sens.

1
dz, U = C;lz—1] < 1};
| e U= eecim1 <1y

1
dz, U:={z€C; |z —1—1| <2};
AU@_JVQZ+Q U= {zeC; o114 <2}

/aUz—T—SeZ/gdZ’ U:={z€C,; |z| >4}

Exercice 23. Montrer 1’égalité

1 (z+1/2)/ ¢\ 1
C(z4+1/2)/2 _ S
e dz = E ( > ol v(¢ e C.

27 Jeg0,1) =\2 n+ 1)U

o] ezt
—— dt.
/oo (t - 2)2

Exercice 25. Soient 0 < Ry < R, U := D(0, Ry) et w := D(0, Ry). Soit f : U — C une fonction
holomorphe s’annulant uniquement en 0. Soit k& la multiplicité de 0 en tant que zéro de f.

Posons m := ‘1|ni1r%1 |f(2)|. Montrer que, si |¢| < m, alors I'équation f(z) = ¢ a exactement k solutions
z|=11

(multiplicités comprises) dans w.
Exercice 26. Soient 0 < Ry < Ry, U :=D(0, Ry) et w :=D(0, Ry). Soit f: U \ {0} — C une fonction
holomorphe ayant en 0 un pole d’ordre k.

Posons M := ‘n|f1ax |f(2)]. Montrer que, si |¢| > M, alors I'équation f(z) = ¢ a exactement k solutions
z|=Ry

(multiplicités comprises) dans w.
[Indication. Montrer d’abord que le nombre de solutions ne dépend pas de a. Calculer ensuite ce
nombre quand |a| est suffisamment grand, en utilisant ’exercice précédent. ]

Exercice 24. Calculer

Exercice 27. Trouver les nombre de solutions des problemes suivants :
P =324+1=0, 2] <1;
2 —12242=0, |z| < 2.
Exercice 28. Soit U C C un domaine non vide et simplement connexe tel que U # C. Soit zp € C\ U.
1. Montrer qu’il existe f : U — C holomorphe telle que
G (2) =2 — 2, Yz € U.

2. Montre que
9(2) +9(¢) #0, Vz,w € U.

3. En déduire que pour tout z; € U il existe un r > 0 (dépendant de z;) tel que
9(2) + g(z1)| > 7, Vz €U

4. En déduire qu’il existe une fonction holomorphe et injective h : U — D.



