UCBL 2015/2016 - Semestre d’automne - UE Math 4
Fiche : Holomorphie, Equations de Cauchy—Riemann

Exercice 1. Montrer directement, puis a l'aide des équations de Cauchy-Riemann, que les fonctions
suivantes sont holomorphes :

1. 2+ 2F sur C pour k entier naturel fixé,

2. 2z 1/2% sur C\ {0} pour k entier strictement positif.
Exercice 2. Déterminer ’ensemble des points ou les fonctions suivantes sont dérivables au sens
complexe (on procedera directement puis a l’aide des équations de Cauchy-Riemann) :

1. 22— 7

2. 2z |2|%
3. z2—~>2+7%;

4. z+— 2 —7Z,

5. 25 1/(1— 2).

Exercice 3. Pour z = x + iy € C, on définit

exp(z) := exp(x)(cosy + isiny),

puis
1 . .
cos(z) := 5(@” +e ),
1 _
cosh(z) := é(ez +e7%)
. —i _
sin(z) == —(e”* —e "),
2
et

1
sinh(z) := 5(62 —e 7).
Montrer que les fonctions suivantes sont holomorphes et calculer leur dérivée complexe :

a) exp, cos, sin, cosh, sinh.

b) z = (z,y) > log(z) = £ In(2? + y?)) + i arctan(y/z) sur {z € C: R(z) > 0}.



