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1. Convergence dominée, convergence monotone.
2. Exercices corrigés.

Pierre-Jean Hormiere

1. Théorémes de convergence dominée, convergencenntone.

1.1. Convergence simple

Soient | un intervalle d®, (f,) une suite de fonctions de | daRsou C. On dit que la suitef)
converge simplementvers la fonctiorf si OX O 1 limp_, 4o fy(X) = f(X).

Exemples:
1) Soitf, la fonction caractéristique de,[n+1]. La suite f,) tend simplement vers 0 sBr(mais

pas uniformément). Plus généralement) est une fonctios 0, nulle hors de [a, b], la suitgx) =
d(x—n) de ses translatées converge simplement vers Onéree résultat subsiste ¢iest une
fonction# 0, tendant vers 0O efvo.

2) Dans I'exemple précédent le domaine de démiétaitR. Plagons-nous sur [0, 1]. Sdjtla

fonction caractéristique db—,l]. La suite f,) tend simplement vers 0 sur [0, 1], mais pas

n+l’'n
uniformément. De méme pour les fonctions contirafises par morceaux "en pics" :

H(¥) = 2nx siOsxsz—ln () =2-2nx si Osxsz—ln () =0 si Osxsz—ln,

et pour la suite de fonctiong Bn g, .

n Xk
3) Considérons la suite de polynémegxpP= ZW Elle converge simplement s& vers la
k=0 "™

fonction exponentielle.

1.2. Passage a la limite dans les intéqgrales

Soit ) une suite de fonctions continues par morceaukd#msR ou C, tendant simplement vers
une fonctiorf continue par morceaux.

Si les intégrale{I fn (X).dx convergent, I’intégralejI f(x).dx converge-t-elle, et a-t-on

L. +0 jl fa (x).dX = jllimnm f (x).0X = jl f(x).dx ?

Autrement dit, peut-on passer a la limite dandégnale ?



La réponse est négative en général, mais posiive certaines hypothéses additionnelles.

1.3. Deux théorémes

Rappelons qu’une fonctiop: | -» R ou C continue par morceaux est dite intégrable sutdiivalle
| si I’intégralej'lqﬁ(x).dx est absolument convergente.

L’énonceé suivant est un corollaire d’un théoremenaétré par Henri Lebesgue entre 1901 et 1905.

Théoréme 1 : convergence dominée.

Soient | un intervalle quelconqudg)(une suite de fonctions continues par morceaumntégrables
sur |, & valeurs dar® ouC. On suppose :

(CS) La suiteff) converge simplement dans | vers une fonctioontinue par morceaux sur | ;
(D) Il existe une fonctiof continue par morceaux intégrable sur | telle que :
CnON) @xO1 [fa(x) = 6(x) .
Alors les fonctiondy, etf sont intégrables sur | et :
J1#00.dx = limp_ 4o 1) f(X).0X .

Attention, la convergence simple seule n’autorise pas angehndes limites. Il faut lui adjoindre
I'existence d’une majorante intégraldleVoir exercice 2 ci-dessous.

L’énonceé suivant est un corollaire d’'un théoremenaétré par I'italien Beppo Levi.

Théoréeme 2 : convergence monotone.

Soit ) une suite croissante de fonctions a valeursagebntinues par morceaux et intégraples
sur I, convergeant simplement dans | vers une ifmmétcontinue par morceaux sur |. Alorsest

intégrable si et seulement si la sdidefn) est majorée. Dans ces conditions :
[ £00.dx = supn Ty F00-dx = lim s ) f40).dx .

2. Exercices corrigés

Exercice 1: calcul de I'intégrale de Gauss,fR e*dx = \/%

a) Montrer quee™ est intégrable suR.

2
On rappelle I'équivalent de Wallis Y& L sint.dt O ,/2—7;.

dx

>—  en déduire cette valeur.
(L)

b) Montrer queJR e*dx = limp_ 4o .[R

> . \/ﬁ X2 n L, .
c) Montrer queIR e*dx = limp_ 400 J'[( 1- F) .dx ; en déduire cette valeur.
=a/n

Solution :
a) h) = e est continue positive et intégrable cax)h{ 1+_1x2 ou encore car Rj < e si K= 1.

b) Considérons la suite de fonctiofigx) = ;2
(@)

n
Ces fonctions sont toutes intégrables et convergjenilement vers la fonctionX)(= expexz).
De plus & fy(X) < f1(X). Le TCD s’applique.
On peut méme montrer qégx) tend en décroissant versch(



Le changement de variabte= Jn tand, ou plutdtp = Arctan% ramene a des Wallis :
n

-2\/_J' "oV g.dg 02+n O

2(2 ~2)

4 =.[R P Xz)n

c) Considérons la suite de fonctiongxy=( 1 - Xﬁz)n pour k| < \/ﬁ On(X) = 0 sinon.

Ces fonctions tendent simplement verg) hDe plus & gn(X) < h(x), qui est intégrable.

Le changement de variabte= \/ﬁ sin¢, ou plutétd = Arcsir\% ramene aussi a des Wallis.
n

On peut montrer queyx) tend en croissant versxii(

d) Laremarque qui tue... L’encadrement g(x) < h(x) < f,(X) permet de conclure via les gendarmes,
sans utiliser le moindre théoréme.

3 2 E o 1 2 3
H

Exercice 2: Etudier la suite de fonctions suivantefg(x) = n>.xe™ surR;. .
Le théoréme de convergence dominée s’appliqué-t-il

Solution :
1) Convergence simple

Fixonsx > 0.f,(x) - O par comparaison exponentielle-puissancé;(8j = 0.
Ainsi, la suite f,) converge simplement vers la fonction nulle.

+00
2) Chacune des intégralgsd jo naxe™.dx converge, et se calcule.

Le chgt de variablex =t donne | = na‘zjomteﬂ.dt = na_z.

Sia> 2, (I, tend vers ¢. Sia= 2, (I, tend vers 1. Sa< 2, (I,) tend vers 0.

Conclusion: la convergence simple seule ne suffit pas arassue
[ £00.dx = limp_ 40 ]y Fn(X).0x .

Exercice 3: Trouver les limites simples des suites de famdisuivantes :

7 = rapis (20« 60 = 5 €20 b0 = MEEED (2 0)

Solution :
. 1 - _
a) Fixons t > 0.14(t) | < (1) (1 2) 0. Etfy(0)=1
Ainsi la suite (f)) tend simplement vers la fonctibaéfinie parf(t) = 0 pour t > 0f(0) = 1

b) Fixons t= 0. gjn(t)—,[n_:ket -0 S|t>11% sit=1, é —etsiOst<1.

Ainsi la suite §,) tend simplement vers la fonctigrdéfinie par



gt)=etsi0ost<1 g(1)=1Tle , g(t)=0 pourt>1.

nIn(1+t/n)

c) Fixons & 0. hy(t) = (1+72)2

. h(t):ﬁ.

Avec Maple :
>wi th(plots):
>f:=(n,t)->cos(n*t)/((n*t+1)*(1+t~2)); p:=n->plot(f(n,t),t=0..4):
) coytn)
f:=(n,t) - :
(tn+1) (1+t9)

>di splay({plot(0,t=0..4,thickness=2, col or=bl ue), seq(p(n), n=1..10)});

08}
06] Y
04] |

0.21

o

-0.24

>g:=(n,t)->1/(t*n+exp(t)); q:=n->plot(g(n,t),t=0..5):

G =t->pi ecewi se(t>1,0,t=1,1/(1+exp(1)),0 <=t and t < 1, exp(-t));
GG =plot (Et),t=0..5,thickness=2, col or=bl ue):

di splay({GG seq(q(n),n=1..10)});

g:=(nt) -

1
t"+ ¢

1T+e

G:=t- piecewisél<t D=1

D<tandt<1 e(_t)j

0.8 1
0.6 1
0.4

0.2

0

>h:=(n,t)->n*In(1+t/n)/ (1+t~2)~2;r:=n->plot(h(n,t),t=0..5):
H =t->t/(1+t*2)"2; HH =pl ot (H(t),t=0..5, t hi ckness=2, col or =bl ue):
di splay({HH, seq(r(n),n=1..10)});

nln[1+:]j - t
h:=(nt) - ——~ Tl
(1+8)° (1+1)



0.34

0.257

0.24

0157

0.1

0.051

t

Exercice 4: Calculer les limites des suites d’intégraleyanies X

cosft) +nin(1+/n)
J. (nt+1)(1+t2)dt’ $h= J- tn+et , Ka= jwdt

Solution :
a) Fixons & 0. |f4(t) | < Wl(rrtz) < 1Tlt2 = ¢(t), fonction intégrable.

Le TCD s’applique et donné, - 0.

b) Fixons t= 0. 0< gu(t) = l <et= ¢(t), fonction intégrable.
tn+e

1
Le TCD s’applique et donne, 3» Ioet.dt =1-et.

nin(+t/n) _ ¢
(1+t2)2 i (1+t2)2

En vertu du TCD, K - j (1+t2)2 dt =

c) Fixons t 0. 0< hy(t) = = ¢(t), fonction intégrable.

— +00 — _2
,[ 2(1+u)2 = 2(11u)I° —% (chgt de var u =1).




