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Propriétés des noyaux de Dirichlet et Fejér
–Résumé–

Hypothèses sur la fonction f . f : R→ C est une fonction :
1. Mesurable.
2. 2π-périodique.
3. (Lebesgue) Intégrable sur ]0, 2π[.
Notations.

cn(f) :=
1

2π

∫ 2π

0

f(x) e−ınx dx, ∀n ∈ Z, (1)

SN(f)(x) :=
N∑

n=−N

cn(f) e
ınx, ∀N ∈ N, (2)

TN(f)(x) :=
S0(f)(x) + · · ·+ SN(f)(x)

N + 1
, ∀N ∈ N, (3)

DN(x) :=
N∑

n=−N

eınx (N e noyau de Dirichlet), (4)

FN(x) :=
D0(x) + · · ·+DN(x)

N + 1
=

N∑
n=−N

(
1− |n|

N

)
eınx (N e noyau de Fejér). (5)

Propriétés générales.∫ 2π

0

f(y) dy =

∫ a+2π

a

f(y) dy, ∀ a ∈ R, (6)

Si f(x) =
N∑

n=−N

ane
ınx, alors SN(f) = f, (7)

cn(f(·+ h)) = eınhcn(f), ∀h ∈ R, ∀n ∈ Z. (8)

Liens entre sommes et noyaux.

SNf(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− y)DN(y) dy =
1

2π

∫ π

−π
f(x− y)DN(y) dy, ∀x ∈ R, (9)

TN(f)(x) =
1

2π

∫ 2π

0

f(x− y)FN(y) dy =
1

2π

∫ π

−π
f(x− y)FN(y) dy, ∀x ∈ R. (10)

Propriétés des noyaux de Dirichlet.

DN(y) =


sin((N + 1/2)y)

sin(y/2)
, si y 6∈ 2π Z

2N + 1, si y ∈ 2π Z

=

{
sin(Ny) cotan(y/2) + cos(Ny), si y 6∈ 2π Z
2N + 1, si y ∈ 2π Z

,

(11)

∫ π

0

DN(y) dy =

∫ 0

−π
DN(y) dy = π, (12)

||Dn||L1 ≤ 1 + ln π + ln(n+ 1/2), ∀n ≥ 0. (13)
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Propriétés des noyaux de Fejér.

FN(y) =


sin2[(N + 1)y/2]

(N + 1) sin2(y/2)
, si y 6∈ 2π Z

N + 1, si y ∈ 2π Z
, (14)

FN(y) ≥ 0, ∀ y ∈ R, ∀N ∈ N, (15)∫ π

0

FN(y) dy =

∫ 0

−π
FN(y) dy = π, (16)

||FN ||1 = 1, (17)
Pour tout 0 < δ < π, FN → 0 uniformément sur [−π,−δ] ∪ [δ, π] quandN →∞, (18)

FN(y) ≤


π2(N + 1)

4
, si 0 < |y| ≤ 2

N + 1
π2

(N + 1)y2
, si

2

N + 1
≤ |y| ≤ π

. (19)

Module de continuité. Si f : R → C est continue et 2π-périodique, son module de continuité ω est défini
par

ω(δ) := sup{|f(x)− f(y)| ; x, y ∈ R, |x− y| ≤ δ}, ∀ 0 < δ ≤ 2π. (20)

Propriétés du module de continuité.

Dans (20), le sup est un max, (21)
ω est continue et croissante. (22)

Fonctions α-hölderiennes. Si 0 < α < 1, f : [0, 2π] → C est α-hölderienne s’il existe une constante
finie,C , telle que

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α, ∀x, y ∈ [0, 2π]. (23)

La plus petite des constantes vérifiant (23) est notée |f |Cα .
Propriété du module de continuité des fonctionsα-hölderiennes. Si f : [0, 2π]→ C est α-hölderienne
et f(0) = f(2π), alors le prolongement par 2π-périodicité de f vérifie

ω(δ) ≤ 2 |f |Cαδα, ∀ 0 < δ ≤ 2π. (24)
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