Chapitre 9

Espaces de Sobolev

Dérivées généralisées
9.1 Définition. Soient f, g EL}OC(Q) et j€[1,n]. Alors g est la dérivée généralisée 0,/ de f si

—/f@ﬂp:/g(p, Ve CT(Q). 9.1)
Q Q

Plus généralement, si P(0) est un opérateur a coefficients constants, alors on a P(9)f = g au
sens généralisé si

/ FP(-0)p = / g9, VoeCPQ). 9.2)
Q Q

9.2 Remarque. Le principe de localisation (Proposition 8.35) montre que g (si elle existe) est
unique.

Pour quelques exemples de dérivées généralisées, voir les Exercices 9.50-9.54.
Le résultat qui suit sera prouvé en plus grande généralité dans le cadre de la théorie des
distributions.

9.3 Proposition.
Hypotheses. QC R" connexe. f EL}OC(Q). VF=0.1
Conclusion. f est constante.

Démonstration. La conclusion étant locale (dans un ouvert connexe, une fonction est constante
si et seulement si elle est localement constante, c¢f Exercice 9.57), il suffit de considérer le cas
ou (2 est un cube, par exemple Q = (-1,1)". Soit p un noyau régularisant. Alors V(f % p.) =0
dans (-1+¢,1-¢)" < Q, (Lemme 9.5).2 Il s’ensuit que [ * pe =C; dans (—1+¢,1-¢)", pour une
constante convenable. Le long d’'une suite € — 0, on a f * ps; — f p. p. On trouve C;; — C et
f=C. O

Le résultat suivant décrit (& g donnée) les fonctions f telles que 0;f = g. Pour simplifier,
nous prenons, dans I’énoncé qui suit, j = 1.

9.4 Proposition.
Hypotheses. Q=1 xw. I intervalle ouvertde R. w TR L. f g€ Llloc(Q). ael.
Conclusion. On a l’équivalence :

1. C’est-a-dire les dérivées généralisées du premier ordre de f sont nulles.
2. Rappelons la notation Q. = {x € Q; dist(x,0Q) > €}.
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1. 01f =4g.
x1
2. Il existe h € Llloc(w) telle que f(x1,x") = h(x) +/ g(t,x")dt.

X
Dans le cas n =1, ceci devient f(x)=C +/ g(t)dt.
a

Démonstration. Limplication 2= 1 suit de I’'Exercice 9.53 combiné avec le théoréeme de Fubini
et est laissée en exercice.

Pour I'implication inverse, notons d’abord que la conclusion est claire si f,g € C1. On ap-
plique cette remarque dans I, x w, a f * p. et g * p., ou p est un noyau régularisant. Grace au
Lemme 9.5, on trouve

X1
f* pelar,x’) = he(x') +/ g * pe(t,x')dt.
a

N J

Je(x1,2))

x1
Lorsque € — 0, on a J. — J dans L}OC(Q), ou J(x1,x') = / g(t,x")dt (vérifier!). Par ailleurs,

ona f*p,— f dans L}OC(Q), d’ou A, converge dans L%OC(Q). Comme A, ne dépend pas de x1, la
limite A est indépendante de x1, ce qui donne 2. O

Régularisation (I)

Les résultats de cette partie sont importants pour comprendre la facon dont on raisonne
dans avec les "fonctions généralisées” (dérivées généralisées, distributions). Rappelons qu’en
intégration on commence souvent par considérer des fonctions étagées, puis on essaie de passer
a la limite en utilisant la densité de ces fonctions dans les espaces LP. Dans le cadre des
dérivées généralisées, un raisonnement standard est le suivant :

1. On vérifie la propriété demandée si tout est C*™.
2. On applique I'item 1. aux régularisées d’'une fonction.
3. Le point crucial : on passe a la limite.

Nous donnerons ici quelques exemples. Bien d’autres se trouvent dans la section Exercices ou
disséminés dans les preuves des résultats de ce chapitre. Les outils essentiels pour ce qui suit
sont la Proposition 8.11, 'Exercice 9.59 et le

9.5 Lemme.

Hypotheéses. QC R". f,g € Llloc(Q)' Je[1,n]. 0;f = g Q¢ = {x € Q;dist(x,0Q) > &}. p noyau
régularisant.

Conclusion. Dans ¢, on a 0;(f * pe) = g * pe.

Démonstration. Soit ¢ € C(Q2) et soit K = supp¢. Soit €¢ tel que B(0,&p) + K := K € Q2. Pour
g<gyona:

_/(f*Ps)aj(P: —/ (/ f(y)pg(x—y)dy) djp(x)dx
K \JB(x,¢)

= —/ Pe(z)( f(y)aj(p(y+z)dy) dz
B(0,e) Ko

= / pe(Z)
B(0,¢)

/ gy + z)dy) dz= / (g * pe)o.
Q
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Lutilisation du théoréme de Fubini est justifiée par la majoration

If (0)pe(2)09(y +2)I < Clf (9N 1k, (). O

9.6 Proposition.
Hypothéses. u,v € L(R"). 30,u,0;v.
Conclusions. 30(uv) et on a d;(uv) = (0;u)v + ud;v.

Démonstration. Légalité est claire si u,v € C1. En particulier, elle s’applique, dans

Q¢ ={x € Q;dist(x,00Q) > &}, (9.3)
aux*p,etvxp.. Dapresle Lemme 9.5, on a

0jl(u * pe)v * pe)l = (u * p (V) * pe) + (v * P )(O;u) * pe). (9.4)

La Proposition 8.11 donne u * p, — u dans L?OC, r < oo, et donc, quitte a extraire une suite
g — 0, on peut supposer u * p — u p. p., et de méme v * p, — v, u * p — u, (0;u) * p — 0ju et
(0jv) * pe — 0jv p. p. Par ailleurs, on a |u * p,| < [[u L=, par I'inégalité de Young. Soit K € R".
L'inégalité

/|(u*P£)((ajU)*P5)—uajU)|5/|(u*P£_u)ajU|+/|u*P£((ajU)*Pg—ajU)| (9.5)
K K K

montre que la premiére intégrale de (9.5) tend vers 0 le long d’'une suite €, — 0.2 Une inégalité
similaire est vraie si on inverse les roles de u et v. Il s’ensuit que le membre de droite de (9.4)
tend vers ud;v +(0;u)v dans Llloc. Comme, le long de la suite €, — 0, on a (u * p.)(v * p;) — uv
dans Llloc, “ le passage a la limite dans (9.4) combiné avec I’'Exercice 9.59 donne la conclusion
de la proposition. 0

9.7 Proposition.
Hypothéses. ® € CH(R). ® lipschitzienne. u € L}OC(Q). J0;u.
Conclusions. 30;(®(u)) et 0;(D(w)) = D'(u)d;u.

Démonstration. On suit le schéma précédent. Avec u® :=u * p,, on doit passer a la limite dans
légalité
0/ (D)) = D' (w)0;u) * pel. (9.6)

A une extraction preés, on a (0ju)*p. — 0;u p. p.etdans L], et ®'(u?) — ®'(u) p. p. Par ailleurs,

on a |®'(u)| < C, ou C est la constante de Lipschitz de ®. Comme dans le preuve de (9.5), on
trouve que le membre de droite de (9.6) tend vers ®'(u)d;ju dans Llloc’ Par ailleurs, on a

/IqD(uE)—fD(u)lsC/Iu*pg—u|—>0,
K K

grace a la Proposition 8.11. On conclut via 'Exercice 9.59. O

3. En effet, la deuxiéme intégrale de (9.5) tend vers O par convergence dominée. La troisiéme et majorée par

||u||L°°/ [(8jv) * pe —0;v] — 0.
K

4. Pour le montrer, utiliser la convergence p. p. et le fait que |u * p.| < | ull L.
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9.8 Proposition.
Hypotheéses. w,QCR™ ®:w — Q Cl-difféomorphisme. u € Llloc(Q)' IVu.
Conclusions. AV(uo®) et V(uo®) = [‘Jpll[(Vu)o D).

Ici, Jo est la matrice jacobienne de ®.

Démonstration. Soit u® =u * p.. Soit Q0 comme dans (9.3) et soit w, = o 1(Q,). Alors

0;(uo®) =) [(Bru®)o®@ld;j®r, Vje[l,n], 9.7
k

et ’énoncé équivaut & montrer que (9.7) reste vraie si on remplace u® par u. Pour passer a la
limite dans (9.7) (via 'Exercice 9.59), il suffit de combiner la Proposition 8.11 avec I’Exercice
9.55. O

Nous finissons cette section avec un avertissement. On ne peut pas transférer aux dérivées
généralisées toutes les propriétés des dérivées usuelles. Considérer I'exemple suivant : soit

f:R—R, f(x)= —. Alors f a une dérivée généralisée, mais pas f2.°

VIxl

Espaces de Sobolev
9.9 Définition. Soient Q CR", 1< p <oco et k£ €N. On définit
WEP = WhP(Q) = {u : Q — C; lullyr < oo,

ou, sil<p<oo,

1/p
lullwee = llwllwreq) :( > Ilaaullfp) ;

|la|<k
si p =00,

lellyrco = e llyroo(y) = max 10wl oo
Wh.eo Wko(Q2) lal<k

Ainsi, u € W5P(Q) si et seulement si les dérivées généralisées 0%u existent et sont dans LP(Q)
pour |a| < k. Ou encore : pour tout a € N”* tel que |a| <k, il existe g, € LP(Q2) tel que

(-1n)'@ / fo%p = / gap, YeCX(Q),
Q Q

1/p
p . . . _
et on prend la norme ( Z IIgalle) si 1< p <oo, respectivement sup ||gqllz~ si p =oo.
lal<k lal<k

Pour p =2, on écrit H*(Q) a la place de W*2(Q).
On définit

—_WkP(Q
Wi =CR@)" .
Pour p =2, on pose H’g(Q) = Wg’Z(Q).

On note, pour 1 < p < oo et ¢ I'exposant conjugué de p, W*4(Q) = [(Wée’p YQ)]*. Pour p =2,
on note H*(Q) = [H}(Q)]*.

(R).

. . 2 1
5. Pour la simple raison que f“¢L;
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9.10 Remarque. Il est souvent commode de remplacer la norme de W*?(Q) par des normes
équivalentes. Quelques exemples de normes :
Lou— ) l0%IlLe.
la|<k

2. u—max|0%u|r».
la|<k

3. Sik=1:onnote |Vullrr =lIVulllzr.
Alors u — |lullLr + |VulLr, respectivement u — max{|lulzs,|Vulrr}, sont des normes
équivalentes a la norme usuelle sur W12(Q).

9.11 Proposition (Exemple fondamental).
Hypothéses. Q C R"™ borné contenant l'origine. u(x) = |x|™%, avec a €R.
Conclusion. u € W*P si et seulement si p(a +k) <n.

Démonstration. En utilisant 'Exercice 9.54, on trouve que u € W*P si et seulement si les dé-
rivées partielles ponctuelles 0yu d’ordre < k de u sont dans L” (et dans ce cas les dérivées
ponctuelles et généralisées coincident). En utilisant le fait que les dérivées ponctuelles de u
vérifient

> 10%uo)] ~ |x7,
lal=j

(Exercice 9.58) on trouve

UEWFP e x| %V eLP,Vj<k <> pla+k)<n. m

L’inégalité de Poincaré

9.12 Définition. Un ensemble A est borné dans la direction du vecteur v # 0 s’il existe M >0
tel que : siw # 0 et w L v, alors ’ensemble {t € R; w + tv € A} est contenu dans un intervalle de
longueur M.

9.13 Proposition (Inégalité de Poincaré).
Hypothese. Q[ R" est borné dans une direction.
Conclusion. u— ||Vulrr est une norme équivalente (a la norme usuelle) sur WO1 P(Q).

Plus généralement, u — Z 10%u|lLr est une norme équivalente & la norme usuelle sur
lal=Fk

WP (.

Démonstration. Apres isométrie, on peut supposer Q2 borné dans la direction x; (Exercice 9.56).
On traite le cas ot £ = 1; le cas général s’obtient par récurrence. On doit montrer I'existence
de C1,Cq > 0 telles que

Cillullwrr = IVulre < Collullyis, YueCZ(Q).

En utilisant les inégalités 10;ullr < |Vullzr <) 18jullLr, on voit qu'il suffit d’établir I'inégalité

J
lullLe < CliVullLe, VueCZP(Q).

On traite le cas ot p < o00; le cas p = co est similaire. Pour tout x’ € R* 1, soit I =[a,b] = I(x')
de longueur < M tel que {t e R; (t,x') e Q} < I. Si t € I, alors 'inégalité de Holder donne

t
/ 01u(s,x")ds

a

p b
lu(t,x)P = < M‘“/ 101u(s,x )P ds,
a
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d’ou

lul?, = / 1 / lut, )P dtdx’ < MP[91ul2, < MP[Vul?,. 0
R2=1 JI(x")

Régularisation (II)

Cette partie prolonge la discussion précédente sur la régularisation. Le Théoreme 9.18
montre qu’afin d’établir une propriété des fonctions de W*”? on peut commencer par consi-
dérer une fonction de W*? 0 C®(Q) (et essayer de passer a la limite en utilisant la densité). De
méme, le Théoreme 9.20 montre que, si Q) est suffisamment régulier, alors on peut commencer
par des fonctions de W*2(Q)n C®(Q).

9.14 Proposition (Approximation par régularisation).
Hypothéses. 1<p <oo. keN. u e WEP(R™). p noyau régularisant.
Conclusion. u* p, — u dans WP(R™).

Démonstration. Pour |a| <k, On a 0%(u * p¢) = (0%u) * p. (Lemme 9.5) et (0%u) * p, — 0%u dans
LP(R™). O

Le méme raisonnement, combiné avec la Proposition 8.11 donne

9.15 Proposition (Approximation locale par régularisation).

Hypothéses. QTR wC Q et dist(w,00)>0. 1< p <oo. keN. u e WHP(Q). p noyau régulari-
sant.

Conclusion. u * p; — u dans W5P(w).

De méme, on a

9.16 Proposition.

Hypothéses. QCR*. 1<p<oo. keN. ue Wf”p(Q). p noyau régularisant.

Conclusions. u * p. — u dans WEP(Q) et, pour € suffisamment petit, u * pe € C0(Q).
En particulier, Wf’p(Q) c Wé"’p(Q)-

9.17 Proposition.
Hypotheses. 1<p <oo. keN.
Conclusion. C(R") est dense dans W*P(R").

Démonstration. Grace a la Proposition 9.14, il suffit de pouvoir approximer une fonction u €
C® N W*P(R") par des fonctions de C(R™). Soit ¢ € CP(R) telle que ¢ = 1 dans B(0,1). Soit
uj(x) = u(x)p(x/j), j = 1. Alors uj € C(R") et (par application de la regle de Leibniz)

10%(w; — W@y < Ca Y. 10Pullo@n o) 0 Vlal<k. 0

B=sa

9.18 Théoreme (Théoreme H =W de Meyers et Serrin).
Hypotheses. 1<p <oo. keN.
Conclusion. C®(Q)NWF*P(Q) est dense in WEP(Q).
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Démonstration. On considére une partition de l'unité dans (2 comme dans la Proposition 8.34,
plus spécifiquement une suite (¢;) < C7°(Q2) et une suite (w;) d’ouverts de Q, telles que :

a) Tout x € (2 a un voisinage V tel que V rencontre au plus deux des ¢;.
b) suppg;cw;.
c) 0=<s¢;<1,V;.
d) Z(pj =1dans Q.
J

Soit uj=ug;e€ ch’p(Q) (Exercice 9.60). Soit 6 > 0. Soit ¢; tel que | (u;) * Pe; —Uj llywep < 2776 et
S
vj
suppv; < w; (cf Proposition 9.16). De par la propriété a), la série v := Zvj est dans C*(Q2) et
on a

o = wllygro < D Ivj—wjllwrre <8, Yo EQ.

En appliquant cette inégalité pour une exhaustion (w;) de Q, on trouve v € W*P(Q) et |lv —
u ”Wk,p(Q) <. U]

9.19 Définition. Un ouvert standard QQ — R” est I'un des domaines suivants :
1. R™.
2. un demi-espace ouvert.

3. un ouvert borné Lipschitzien.

9.20 Théoréme.
Hypotheéses. 1= p <oo. k€N. Q ouvert standard.
Conclusion. C®(Q) N WP (Q) est dense dans W*P(Q).

Preuve dans le demi-espace. 11 suffit d’approcher une fonction u € C®° N W*2(Q) par des fonc-
tions de C°°(Q) N W*P(Q). On suppose, par exemple, Q = R”. Soient £ >0, 7.f(t,x') = f(t +¢&,x").
Soit u, = T.u. Alors u; € COO(RTi)n Wk’p([R'j). Par ailleurs, on a 0%, = 7.(0%). En utilisant
’Exercice 8.38, on trouve u, — u dans W? (R?). O

9.21 Remarque. On note que la preuve ci-dessus marche encore dans le "cas spécial” ou (2
est I’épigraphe d’une fonction localement lipschitzienne et ou u est a support compact. Le cas
d’un domaine lipschitzien borné s’obtient en considérant une partition de 'unité (¢;) ;c[o,n] sur
Q de sorte que supp @o € Q et, pour j =1, supp¢; soit contenu dans un voisinage convenable
d’un point x; € 0Q2. Si on pose u; =u@;, alors ug € C(Q) c C°(Q)NnW*2(Q). Pour j =1, aprés
isométrie () devient I'’épigraphe d’une fonction localement lipschitzienne, et u; est a support
compact. On est donc ramené au cas spécial.

Complétude, dual

9.22 Proposition. W*?(Q) est un espace de Banach.
Si p =2, H*(Q) est un espace de Hilbert.
De méme pour Wi (Q), WhP(Q)n Wy P(Q), HX(Q) et H¥(Q) 0 HL(Q).
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Démonstration.

Etape 1. La norme de H*(Q) provient du produit scalaire

(u,v)— Z 0%ud%v.
lal<k 4 Q

Etape 2. Soit (u ) suite de Cauchy dans WkP(Q). Ceci équivaut a (0%u ;j) suite de Cauchy dans
LP(Q), Y|a| < k. Soit v, € LP(Q) telle que 0%u; — v, dans LP(Q2). De I’Exercice 9.59, on trouve
0% = vq, et donc u; — vo.

Etape 3. Les espaces Wée P(Q) etc. sont des sous espaces fermés de W*P(Q) ou de H*(Q), donc
sont des espaces de Banach ou de Hilbert. O
9.23 Proposition. Lespace W*P(Q) est :

1. Uniformément convexe (et donc réflexif) si 1 < p <oo.

2. Séparable si 1< p < oo.
3. De méme pour Wg’p(Q) et WkP Wol’p(Q).

Démonstration.

Etape 1. Soit p €[1,00). Lapplication
WEP(Q) 31— O(u) = (3%U)jq i<k

est une isométrie de W*P(Q) vers X = ®(W*P(Q)), qui est un sous espace de Y = [LP(Q)]M
(avec M = #{a; |a| < k}). Ici, on munit Y de la norme naturelle

1/p
”(fa)lalsk”: Z “f(l”f[]) :

|la|<k

Si p €(1,00), alors Y est uniformément convexe.’ On trouve que X est uniformément convexe.
Par isomorphisme isométrique, W*?(Q) l'est aussi. Les espaces Wée P(Q) et WrP N W(} P(Q) le
sont aussi, comme sous espaces de W*P(Q).

Etape 2. De ce qui précéde, on peut identifier W*?(Q) a un sous espace de Y. Comme p < oo,
Y est séparable, d’ott W*P(Q) et toutes ses parties le sont aussi. O

9.24 Théoréeme.
Hypothese. 1< p < oo.
Conclusions.

1. Le dual W=1P'(Q) de Wol’p(Q) est LP'(Q) + div Lp,(Q; R™), au sens suivant :

a) SiTe (Wg’p(Q))*, alorsil existe f € LP et F € LP(Q;R") tels que T'(p) = (f +div F)(¢),
Ve CP(Q),? cest-a-dire

T((p)z/f(p—/F-V(p, VpeCPQ). (9.8)
Q Q

6. C’est pour cette norme qu’on a le théoréme de Riesz "vectoriel" : le dual de [LP(Q)]M est isomorphe isomé-
trique a [LY(Q)1M.

7. Pour s’en convaincre, il suffit d’appliquer les inégalités de Clarkson composante par composante.

8. Dans le langage des distributions, ceci revient a T'= f + div F.
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b) Réciproquement, si [ €Ll et F (—:LI’I(Q; RN), alors
T(u):/fu—/F-Vu,VuEWOl’p(Q) 9.9
Q Q

définit un élément de WO1 Q).

2. Si on suppose, de plus, Q2 borné, alors le dual de W(:)l’p (Q) peut aussi étre identifié a
div LP'(Q; R™).

3. Sil<p<oo, alorson a

/ n / 1/p’
1T = inf{ (||f||€p, +y ||Fj||§p/) ;ona(9.9) ¢ (9.10)
j=1

une estimation similaire est valide dans le cadre de litem 2.

Pour p =1, l’égalité correspondante devient

IT|l = inf {max {I f e, | Fllz,j = [1,n]} ;0n a (9.9)}. (9.11)

Démonstration. Soient X et ® comme dans la preuve de la Proposition 9.23. Soit Z = (IJ(Wol P(Q)).
Soit U=Tod L.

Etape 1. 1. b) et < dans (9.10) et (9.11) sont clairs.

Etape 2. On prouve 1. a) et < dans (9.10) et (9.11).
Le théoreme de Hahn-Banach donne une extension V de U a 'Y telle que |V| = ||T|. Le théo-
reme de Riesz donne

T(p)=V(p,010,...,0,0) = / fo- / F-Vo, VYgc WSLP(Q)’
Q Q
avec ”T” = ||(f7F)||[LpI(Q)]n+1

Etape 3. On prouve 3.
Si QQ, on peut munir WO1 P(Q) de la norme équivalente u — IVulliLr)e (Proposition 9.13). On
proceéde comme ci-dessus, mais avec X = [LP(Q)]" et ®(u) =Vu. O

Extension

Le résultats de cette partie permettent de ramener les raisonnements dans un domaine a
des raisonnements sur R” tout entier.

9.25 Proposition.

H th\ 1 < < Q C [Rn € Wl,p(Q) ~ u, dans Q

otheéses. 1< 0. u a= .
" ? 0 0, dansR"\Q
dju, dansQ

Conclusion. 0,0 = .
0, dans R*\ Q
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Démonstration. C’est clair si u € C°(Q2). Le cas général suit par passage a la limite. O

9.26 Théoreme (Extension).
Hypotheses. 1<p <oo. ke N*. Q borné Lipschitzien. U C_ R" tel que Q € U.
Conclusion. Il existe un opérateur d’extension P : W*P(Q) — Wf PU) tel que :

a) (Pu)q=u,VueWkrP(Q).
b) P linéaire.
¢) P continu.

Méme résultat si Q=R" et U = (~1,00) x R* L,
De plus, dans les deux cas on peut choisir P indépendant de k et p.

Preuve pour Q=R", U =(-1,00) xR" L et b =1.
Etape 1. On construit un opérateur d’extension R : W1-2(Q) — WLP(R?).

u(x), six, >0

Soit Ru(x) = . On vérifie aisément que, si u € C°(Q) et j € [1,n-1], alors

ulx',—x,), six,<0

0;Ru est I'extension par parité dans la variable x,, de d;u a R". De méme, 0,Ru est 'extension
par imparité dans la variable x,, de d,u a R™. On trouve que R est (linéaire et) continu de
WLP(Q) vers WLP(R™).

Etape 2. On diminue le support de Ru.
Soit { € C*°(R) telle que supp( € (—1,00) et { =1 dans [0,00). Alors Pu(x',x,) = {(x1)Ru(x',x,)
convient. O

9.27 Remarque. On peut adapter 'argument présenté dans la Remarque 9.21 pour obtenir un
P lorsque (2 est borné lipschitzien. En effet, il suffit de traiter le cas spécial ou u est supportée
au dessus du graphe de la fonction lipschitzienne v : R"1 - R. Dans ce cas, I'extension

u(x',x,), si x, > w(x)

ulx', 2u(x")—x,), six, <y’

Pu(x',xn):{

envoie W1P(Q) sur WH2(R"). Puis la multiplication par une fonction plateau convenable per-
met d’obtenir une extension dans Wc1 P(U). 11 est bien plus difficile (et ne sera pas utilisé ici)
d’obtenir une extension indépendante de & et p ; voir [19, Theorem 5, p. 181].

Plongements

Pour les preuves des résultats de cette partie, voir [3, Section 9.3].

9.28 Théoreme (Injections de Sobolev. Sobolev si p > 1; Gagliardo, Nirenberg si p = 1).
Hypotheses. Q) C R" domaine standard. 1< p <n.
Conclusion. On a WHP(Q) — L"P/*=P)(()).

n .
p .On a donc Wh? — LP",
n—p

9.29 Remarque. Traditionnellement, si 1 < p <n, on note p* =

9.30 Théoreme.
Hypotheses. Q) R" domaine standard.
Conclusion. On a WH(Q) — LY(Q), Vp < g < co.
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9.31 Théoreme (Injections de Morrey).
Hypotheses. Q C R" domaine standard. n < p < oo.
Conclusion. On a WHP(Q) — C1™P(Q).

9.32 Théoreme (Rellich-Kondratchov).

Hypotheses. Q borné lipschitzien.

Conclusion. Linclusion WP (Q) — W =1P(Q) est compacte.
Variante :

Hypothese. () borné.

Conclusion. Linclusion Wé" P(Q) — WELP(Q) est compacte.

9.33 Corollaire.
Hypothese. () borné.
Conclusion. Linclusion L*(Q)— H Q) est compacte.

Trace

9.34 Théoreme (Trace).
Hypotheses. 1< p <oo. Q ouvert standard.
Conclusion. Lapplication

C®@Q N WP (Q) 3 u L ujpq € C(OQ)

admet une (unique) extension linéaire et continue tr : WL-P(Q) — LP(0C).
De méme, lapplication

CR@NW1HQ) 3 u ™ wjp0 € CX(OQ)

admet une (unique) extension linéaire et continue tr : Wllo’i(Q) — L}OC(GQ).

9.35 Proposition (Intégration par parties).
Hypotheéses. Q ouvert lipschitzien. u € Wllo’i(Q).
Conclusion. On a

/ 1 (0;p) = / vi(tru) g — / @Gu)p, VgeCPRM. (9.12)
Q 0Q Q

9.36 Théoreme.
Hypotheses.  ouvert standard. 1< p < oo.
Conclusion. Pour u e WYP(Q), les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ueWyP(Q).
2. tru=0.
u, dansQ

0. dans R*\Q appartient & WLP(R?).

3. Lapplication i = {

9.37 Remarque. Par conséquent, si () est standard alors Wg P(Q) # WP (Q). Autrement dit,
CX(Q) n’est pas dense dans WLP(Q), contrairement a ce qui se passe dans LP(Q) si p < co.

Si Q2 n’est pas suffisamment régulier, on peut avoir WO1 P(Q) = WhP(Q). Exemple : Q =R"”\
{0}, n=2,1< p <n (Exercice 9.65).
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9.38 Théoreme (Gagliardo).
Hypotheses. 1< p <oo. Q ouvert standard.
Conclusion. L'image de 'application tr est l’espace

_ p
Wl—l/p,p(aQ):: {feLp(OQ);/ / Md%n—l(x)djfn—l(y)<oo}.
o Joq lx—yI"*P

Hypotheses. p =1. Q ouvert standard.
Conclusion. Limage de Uapplication tr est L1(0Q).

Pour p =2, 'espace W22(3Q) est noté HV2(Q).

Regle de la chaine

9.39 Théoréme (Regle de la chaine pour des fonctions C1).
Hypotheses. QCR". F € Cl(R). F(0)=0. F lipschitzienne. 1<p <oo. u € wbr(Q).
Conclusions. F(u)e WLP(Q) et

0;i[F(w)]=F'(w)dju, je[l,n] (régledela chaine). (9.13)

(Pour cette partie, I’hypothése F(0) = 0 est inutile si || < oco.)
Si, de plus, u € WyP(Q), alors F(u) € Wy P ().

9.40 Théoreme (de la Vallée Poussin).
Hypotheses. QT R". ue W (Q). A cR borélien négligeable.
Conclusion. Vu =0 dans l'ensemble {x € Q; u(x) = A}.

9.41 Remarque. Comme une conséquence de ce qui précede, si u € Wl:l()’:cl(Q) et F est lipschit-
zienne, alors on peut définir le produit F'(u)0;u. En effet, soit

A ={t e R; F n’est pas dérivable en t}.

Alors A est borélien et (par le théoreme de Rademacher Théoreme 8.36) négligeable. Il s’ensuit
que la fonction

{F’(u(x))a u(x), siux)gA
Q>3x—
0, siu(x)e A

est bien définie (p. p.) et ne dépend pas du choix de u dans la classe d’équivalence. Cette
fonction sera désignée en bref comme F'(u)0;u.

9.42 Théoreme (Regle de la chaine pour des fonctions lipschitiziennes).
Hypothéses. QT R"™. F lipschitzienne. F(0)=0. 1< p <oo. u € WHP(Q).
Conclusions. F(u) € WHP(Q) et (9.13) est valable. (Pour cette partie, I’hypothése F(0) = 0 est
inutile si Q| < 00.)

Si, de plus, u € WyP(Q), alors F(u) € WP (Q).

Cas particulier : si u € WLP(Q), alors |u| € WEHP(Q) et 0jlu| = sgnudju. Si, de plus, u €
Wy P(Q), alors |ul € Wy P (Q).
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Le cas de la dimension un de ’espace

Dans cette section, on prend Q2 =1 R, avec I intervalle ouvert.
La description des espaces de Sobolev en dimension 1 est une conséquence immeédiate de la
Proposition 9.4.

9.43 Théoréme. Si xo € I, alors on a
WHEP(I) = {u e C*1(I); u e LP(I),Vj <k —1et il existe f € LP(I),C € R tels que

u* D)y=C+ / F(t)dt).
X0

9.44 Corollaire. On a W*P(I) — C*~1(I), avec inclusion continue.

9.45 Corollaire (Théoreme de différentiabilité Lebesgue).
Hypothese. u € Wllo’i(I ).
Conclusions. u est dérivable (au sens ponctuel) presque partout, et u;, =u'p. p.

Le résultat suivant relie la dérivabilité a la continuité.

9.46 Théoreme (Lebesgue).

Hypothese. I borné.

Conclusion. On a u € Wb ssi u est absolument continue.?

9.47 Corollaire. Les fonctions lipschitziennes d’'une variable sont dérivables p. p.
Le résultat suivant caractérise ’espace WO1 P(I.

9.48 Théoreme. Les propriétés suivantes sont équivalentes, pour 1< p <oo :
1. u=0o0nadl.
2. ueWyPW).

u, dansl

tient @ WEP(R).
0. dans R\ “PPOTtient a WHER)

3. L ’application @i = {

Le cas p =00

9.49 Théoréme. On a u € Wh™® si et seulement si u est bornée et il existe C > 0 tel que
lu(x)—u(y)| <Clx—yl| si[x,ylc Q. (9.14)

Dans le cas spécial ou ) est convexe, ceci équivaut & u bornée et lipschitzienne. Dans ce cas,
lullwico =max{llwllzeo, ulLip} -

Plus généralement, on a u € W™ si et seulement si u € Ci_l et D1y € W Dans le cas
particulier d’'un ensemble convexe, on a

lwllyreo =max< max IIO“uIILoo,me_lxlc?“uILip .
lalsk-1 lal=k

9. Une fonction u : I — R est absolument continue si et seulement si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que si
X1 <y1<x2 <y <...x; <y sont des points de I tels que Z(yj —-xj) <0, alors Zlu(yj)— ulxj)| <e.
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Si Q est standard, on a
WEeQ) ={ue Ci_l ; D* 1y est lipschitzienne},
et

lullye-1oo ~ lullge-1+ Y. 10%lLip-
=1

Exercices

9.50 Exercice. *

1. Soit f € C1(R™). Montrer que 8 if (au sens généralisé) existe et vaut 9,/ (au sens usuel).

Plus généralement, si P(0) est d’ordre m et f € C™(Q), alors P(0)f au sens généralisé
existe et vaut P(0)f au sens usuel.

2. Soit f : R — R de classe C! par morceaux. ° Montrer que la dérivée usuelle de f coincide
avec la dérivée généralisée.

3. Calculer la dérivée généralisée de R 3 x — |x]|.

4. Montrer que la fonction sgn n’a pas de dérivée généralisée dans R.

9.51 Exercice. * Montrer que I'égalité f = 0,5 est équivalente a la condition (apparemment
plus forte)

—/fajw=/g<p, Ve ClQ).
Q Q

*

9.52 Exercice.
x+t

1 1
Hypotheses. f,g¢€ Llloc(lR{). u(x,t)= é(f(x +8)+flx—12)+ 3 / g(y)dy.
¢
Conclusion. u =0 au sens généralisé. x
[Indication : commencer par remplacer f et g par f * p. et g * p., avec p noyau régularisant

dans R.]

9.53 Exercice. .
Hypotheses. I R intervalle.a€l. g€ L}OC(I). CeR. f(x):=C +/ gt)dt.
a

Conclusions. feLl (I).g' =f.

loc

9.54 Exercice. *

Hypotheéses. xo€ QCR". n=2. feL] (Q). feCHQ\{xo}. j€[1,n].

Conclusion. La dérivée généralisée 0;f existe si et seulement si d,f (usuelle) est localement
intégrable sur (2, et dans ce cas les deux dérivées coincident.

1
Application : étudier I'existence de 0f si f :R" — R, f(x)= —, a €R.

|xc|@”

9.55 Exercice. *
Hypothéses. w,QC R @:w — Q C!-difféomorphisme. fj— f dans LZIOC(Q).
Conclusion. fjo® — fo® dans Ll (w).

loc

10. C’est-a-dire : f € C(R) et il existe une suite discrete et croissante (a;), éventuellement finie, telle que f €
Cl([aj,aj+1]). Si la suite (a;) a un premier terme ap,, on ajoute la condition f € Cl((~o0,a,]). De méme, si (a;) a
un dernier terme a,,, on impose f € C1([a,, +00)).
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9.56 Exercice. * Cet exercice est la suite de la Proposition 9.8.
Soient w,Q T R” et @ : w — Q un C'-difféomorphisme. Soit f € Llloc(Q) ayant des dérivées
généralisées du premier ordre. Soit f := f o ® sur w. Rappelons que

0;f =Y [0k f)o @10, D (9.15)
k

1. Cas particuliers.
a) Si A € 0O(n), montrer que |V(foA)|=[(Vf)oAl.
b) Si ® est bi-lipschitzienne, !! alors f — f o® est un homéomorphisme de WHP(Q) vers
WLP(w).
En utilisant le théoreme de Rademacher et le théoreme du changement de variables (Théo-

remes 8.36 et 8.21), montrer que (9.15) reste vraie sous I’'hypothese plus faible que ® est un
homéomorphisme localement bi-lipschitzien. 12

9.57 Exercice.
Hypotheéses. QC R"™. Q connexe. f € L}OC(Q). f localement constante. '
Conclusion. f constante.

9.58 Exercice. * Soit f € C°(R"\{0}). f est m-homogene si f(tx)=t"f(x), Vx € R*\{0}, V¢ >O0.
On suppose f Z0.

1. Montrer qu’il existe C1,Co > 0 tels que C1r™ < g(l(?x)lf(x)l <Cor™.
,r

2. Montrer que 0°f est (m —|a|)-homogeéne.

f(tx)—f(x)
¢

3. En calculant 1111} , montrer 'identité d’Euler x-Vf(x) = mf(x), Vx #0.

4. En déduire lidentité ) x%0%f(x)=m(m—1)...(m—|al+1f(x), Yx #0.
|a|=F
5. On suppose m ¢N. De ce qui précede, déduire I'existence de C1, et Cg, tels que

Cipr™*<max Y 10%fl<Cipr™*, Vr>o0.
S(O’r)|06|=k

6. Dans le cas particulier ou f(x) = |x|™ (avec m ¢ N), améliorer la conclusion du point
précédent a

Crrlx™* < Y 10%F(x)l < Coplxl™*, VxeR™\ {0}
a|=k

*

9.59 Exercice.
Hypotheses. fj,f,8;,8 € Llloc(Q). aeN"*. g;=0%;. fj— f dans L}OC(Q). g;j— g dans L}OC(Q).
Conclusion. 0°f =g.

Cas particulier : celui ou f; — f, g; — g dans L?(Q).

9.60 Exercice (Reégle de Leibniz). *
Hypotheses. QTR ueW,>P(Q). g € CH(Q).

Conclusions. @u € Wlko’f (Q) et

pu)= Y (g) 0% PpoPu, Vlal<k.

B=a

Méme conclusion sous ’hypotheése plus faible ¢ € Wlko’:o(Q).

11. C’est-a-dire ® et ®~! sont lipschitziennes.
12. C’est-a-dire ® et ®~! sont localement lipschitziennes.
13. C’est-a-dire, tout xp € Q a un voisinage ouvert w C Q tel que f = C dans w. A priori, C dépend de x.
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9.61 Exercice. * Soient u € WAP(Q) et h € R”. Montrer que 7,u € WEP(h+Q), et que 0%(1hu) =
7,(0%), V|a| < k.

9.62 Exercice. *
Hypothese. u € CP(R"). p noyau régularisant.

1. Montrer que

ltpu —ulle < |\kIIIVulrr, Yh eR".

2. En déduire que ||u * p; —ullzr <€l|Vullre.
9.63 Exercice. * B
Hypothéses. Q T R” borné lipschitzien. u € C1(Q).
Conclusion. tru =uq. o

Méme conclusion si u € W-2(Q)n C(Q).

9.64 Exercice. * Soient 1 < p < oo, k € N et u € W-P(Q). On suppose suppu < F c Q, avec
dist(F,0Q2) > 0. Montrer que u € W(]f’p(Q).
[Indication : régulariser u.]

9.65 Exercice. * Soientn=2et1<p<n.
1. Construire une suite ¢; € CL(R") telle que :
a) Pour tout j, ¢; =1 dans un voisinage de l'origine.
b) supp¢; — 0.
c) ¢;j— 0dans WLP(R).

[Essayer avec des fonctions de la forme ¢;(x) = f;(|x|). Le cas p = n est un peu plus
difficile.]

2. Soient Q =R"\ {0} et f € WhP(Q). Construire une suite (fj)c WL2(Q) telle que :
a) fj— f dans WHP(Q).
b) f; =0 au voisinage de Q.

3. En déduire que W,”(Q) = WP(Q).

Solution des exercices

Exercice 9.53. g est continue, donc localement intégrable. Soit ¢ € C°(I). Quitte a changer
a, on peut supposer supp¢ < [a,b] €I. On a alors
b
/ ¢'(x) dx) dt
t

b rx b
- / f@)¢'(x)dx = - / / gt)p'(x)dtdx = — / 8()
1 a Ja a
b

= / gpt)dt = / gx)p(x)dx.
1

a

L'application du théoréme de Fubini est justifiée par la majoration

lg()¢'(x)] < Clg(t)|1q.51(t) € L ([a,b1%).
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Exercice 9.57. Soient x9€Q, R >0 et C tels que f = C dans B(xg,R). Soit
M ={xeQ; f =C au voisinage de x}.

Clairement, M est ouvert. Pour conclure, il suffit de montrer que M est un fermé de Q. Soient
(xj) =M et x € Q) tels que x; — x. Soit 7 > 0 tel que f = D dans B(x,r). Soient j tel que x; € B(x,r)
et p tel que f = C dans B(xj,p). Alors C =D p. p. dans B(x,r) nB(x;, p) qui est de mesure >0,
d’ou C =D. On trouve x € M.

Commentaires
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