
Combinatoire/Combinatorics

Construction de posets dont le groupe d'automorphismes est

isomorphe �a un groupe donn�e.

Nik LYGER

�

OS et Michel MIZONY

R�esum�e - Dans cette Note nous d�emontrons le th�eor�eme suivant : Si G est

un groupe �ni de cardinal n, non produit direct de 2 groupes, engendr�e par des

�el�ements d'ordre deux �a deux distincts alors il existe un poset dont le groupe

d'automorphismes est isomorphe �a G et dont le cardinal est �egal �a 3n. Ce th�eor�eme

est optimal pour les groupes Z/3Z, Z/5Z, Z/7Z et Z/4Z.

Construction of posets which automorphism

group is isomorphic to a given group

Abstract - In this Note we prove the following theorem : If G is a �nite group

of cardinal n, non direct product of 2 groups, generated by elements which are

two by two of distinct order then there exists a poset which automorphism group

is isomorphic to G and which cardinal is equal to 3n. This theorem is optimal for

the groups Z/3Z, Z/5Z, Z/7Z and Z/4Z.

Introduction. - Soit G un groupe �ni (jGj = n) et P un poset (ensemble

partiellement ordonn�e) �ni (jP j = p). D'apr�es un th�eor�eme de G. Birkho�

(cf. [1]) nous savons que pour tout groupe G �ni donn�e il existe un poset P

dont le groupe d'automorphismes AutP est isomorphe au groupe G, (donc

AutP ' G). De plus G. Birkho� (cf. [1]) dans un autre th�eor�eme explicite la

taille d'un poset en fonction du cardinal du groupe : p = n

2

+ n. Seulement

cette valeur n'est pas optimale. En e�et dans une pr�ec�edente note (cf. [2])

nous avons montr�e que pour les groupes cycliques premiers de cardinal n =

3; 5; ou 7 la valeur minimale est �egale �a 3n et que pour ceux de cardinal

sup�erieur �a 11 elle est �egale �a 2n. Le but de cette note est d'am�eliorer la

valeur donn�ee par G. Birkho� pour une classe plus vaste de groupes �nis et

ce de mani�ere constructive.

Th�eor�eme. - Si G est un groupe �ni de cardinal n, non produit direct de

2 groupes, engendr�e par des �el�ements d'ordre deux �a deux distincts alors il

existe un poset dont le groupe d'automorphismes est isomorphe �a G et dont

le cardinal est �egal �a 3n.
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D�emonstration. - Soit G un groupe �ni donn�e, consid�erons une des pr�e-

sentations de G. Soit A l'ensemble de ses g�en�erateurs. Le graphe de Cayley

�(G;A) (cf. [3]) de G par rapport �a A est un graphe �etiquet�e, orient�e et

d�e�ni comme suit : l'ensemble de ses sommets est G, et l'ensemble de ses

�etiquettes est A. Il y a une arête orient�ee, �etiquet�ee x de g

1

�a g

2

si et seule-

ment si g

1

x = g

2

. Et le groupe d'automorphismes (comme graphe orient�e

et �etiquet�e) de ce graphe de Cayley est isomorphe au groupe G. Comme le

groupe G n'est pas produit direct de deux groupes, le graphe de Cayley est

connexe. Ensuite nous dilatons chacun des sommets de ce graphe de Cayley

pour y plonger une 3 � chaine (ensemble totalement ordonn�e �a 3 �el�ements)

de la mani�ere suivante.

Pour chaque sommet l'on peut faire une partition des arêtes qui l'at-

teignent : les rentrantes et les sortantes. Au point de l'�el�ement le plus bas

de la 3 � chaine on joint toutes les arêtes sortantes et au point du plus

haut �el�ement on joint toutes les arêtes rentrantes. Cette proc�edure permet

de transformer le graphe de Cayley en un poset �etiquet�e sans avoir ajout�e

des arêtes de transitivit�e et sans avoir modi��e le groupe d'automorphismes

dans la composition puisque les 3�chaines sont rigides et que les orbites des

points centraux des 3 � chaines sont celles des points initiaux dilat�es. Dans

cette proc�edure nous n'�etiquetons pas les arêtes des 3� chaines introduites.

Soient a

1

et a

2

deux g�en�erateurs du groupe G, d'ordre di��erents h

a

1

et

h

a

2

. Soit � un automorphisme de posets et x

a

1

et x

a

2

deux des �etiquettes du

poset �etiquet�e obtenu pr�ec�edemment. Par abus de langage nous appellerons

cycle les cycles de 3 � chaines. Un cycle de 3 � chaines est un cycle dont

on a dilat�e les sommets pour y introduire les 3� chaines -voir construction

pr�ec�edente. Ainsi un cycle de 3�chaines est un poset. Supposons maintenant

que �(x

a

1

) = x

a

2

alors les cycles associ�es �a x

a

i

x

a

j

x

a

1

sont envoy�es sur ceux

associ�es �a �(a

i

)�(a

j

)�(a

1

). Or la multiplication se faisant �a droite le produit

doit être de la forme �(a

i

)�(a

j

)a

2

, donc �(a

1

) = a

2

. Ainsi les h

a

1

� cycles

sont envoy�es sur les h

a

2

� cycles; absurde. Donc � conserve les �etiquettes.

Corollaire. - Si G ' G

1

� G

2

, o�u G

1

et G

2

sont des groupes �nis de

cardinaux respectifs n

1

et n

2

, alors il existe un poset dont le groupe d'auto-

morphismes est isomorphe �a G et de cardinal 3(n

1

+ n

2

).

D�emonstration. - Les groupes G

1

et G

2

v�eri�ent les hypoth�eses du th�eo-

r�eme, ainsi pour G

1

etG

2

il existe deux posets P

1

et P

2

tels queAut(P

1

) ' G

1

et Aut(P

1

) ' G

2

. Ensuite nous joignons P

1

�a P

2

de fa�con �a ce que de chaque

point de P

1

partent des �eches qui atteignent tous les points de P

2

. Ainsi les
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2 groupes d'automorphismes n'interf�erent pas . De cette mani�ere on obtient

un poset P tel que : Aut(P ) ' Aut(P

1

)�Aut(P

2

) ' G

1

�G

2

' G et dont le

cardinal est �egal �a jP j = jP

1

j+ jP

2

j = 3n

1

+ 3n

2

= 3(n

1

+ n

2

).

Commentaires. - 1) Pour les groupes sym�etriques S

n

il est trivial de voir

que le poset minimal recherch�e est l'antichaine �a n �el�ements.

2) Pour les di�edraux D

n

(sauf pour D

3

= S

3

) il est facile de voir que la

couronne orient�ee �a 2n �el�ements est minimale.

3) Notre m�ethode de construction g�en�erale ne peut concerner le groupe

des quaternions Q

4

qui est d�e�ni par g�en�erateurs et relations (a

4

= 1; b

2

=

a

2

; b = aba) non seulement parce que les g�en�erateurs a et b ont le même ordre,

mais surtout parce que l'on peut d�e�nir un morphisme � tel que �(a) = b,

qui ne provient pas d'un morphisme de poset �etiquet�e.

4) Par contre notre m�ethode est optimale pour les groupes Z/3Z, Z/5Z,

Z/7Z (cf. [2]). Et nous allons montrer qu'elle l'est aussi pour le groupe Z/4Z.

Lemme. - Si G ' Z/4Z alors le plus petit poset (suivant le cardinal) dont

le groupe d'automorphismes est isomorphe �a Z/4Z est de cardinal 12.

Sch�ema de d�emonstration. - Les orbites sont repr�esent�ees par des anti-

chaines (i.e. dans le diagramme de Hasse les �el�ements de l'orbite sont �a la

même hauteur). Si O est une orbite de Z/4Z alors jOjj4 donc nous avons soit

jOj = 1, soit jOj = 2, soit jOj = 4. Par la minimalit�e du poset les orbites telles

que jOj = 1 sont exclues. Et le poset a au moins une orbite de cardinal 4 pour

repr�esenter l'orbite du g�en�erateur de Z/4Z. Celle-ci �etant une antichaine son

groupe d'automorphismes est S

4

et donc elle doit n�ecessairement être asso-

ci�ee �a une autre orbite. A pr�esent s'il existe un poset v�eri�ant la propri�et�e

recherch�ee et de cardinal strictement inf�erieur �a celui obtenu par notre m�e-

thode, il ne peut être constitu�e que d'orbites dont la partition des cardinaux

est parmi les formes suivantes : 4+2, 4+2+2, 4+2+2+2, 4+4, 4+4+2. Une

�etude syst�ematique de chaque cas montre que le groupe d'automorphismes

est de cardinal strictement sup�erieur �a 4.

Questions. - 1) Notre m�ethode est-elle optimale pour les groupes Z/q

�

Z

o�u q est un nombre premier?

2) Notre m�ethode permet de construire un poset (cf. �gure) �a 180 �el�ements

(au lieu des 3660 utilis�es par la m�ethode de G. Birkho�) dont le groupe

d'automorphismes est isomorphe au groupe altern�e A

5

(cf. [4], [5]). Cette

construction pour ce groupe simple est-elle optimale?
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