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CLASSES CARACTERISTIQUES
DES COUPLES DE SOUS-FIBRES LAGRANGIENS

par J.-M. MORVAN et L. NIGLIO

Introduction.

L’¢tude qualitative du comportement asymptotique des solutions d’une
équation aux dérivées partielles, sur une variété ‘M, conduit a la
considération de sa caractéristique ¥, sous-ensemble du fibré cotangent
T*M de M. La structure symplectique canonique de T*M intervient de
fagon fondamentale : On étudie les sous-variétés lagrangiennes de T*M,
contenues dans X, et transverses aux fibres de T*M . L’¢tude de cette
transversalit¢ permet d’interpréter certains phénoménes physiques, en
optique notamment, (cf. [7] par exemple). La classe de Maslov, invariant
cohomologique de degré 1, est une obstruction 4 cette transversalité. Elle
peut €tre définie plus généralement sur un fibré symplectique muni de deux
champs de plans lagrangiens. Cette classe n’est pas unique : en décrivant la
topologie de la grassmannienne lagrangienne de C", D. B. Fuks ([5)]) a
mis en évidence des classes d’homologie d’ordres supérieurs (« classes de
Maslov d’ordres supérieurs ») et en a déduit par dualité de Poincaré, des
classes de cohomologie, sans faire appel a la géométrie de cette
grassmannienne. L’objet de notre travail est d’adopter un point de vue
dual : utilisant Ia structure géométrique de la grassmannienne lagrangienne,
(plus précisément, sa structure d’espace symétrique) nous construisons
explicitement des formes différentielles fermées, représentant des classes de
cohomologie, obstructions a la transversalit¢ de deux champs de plans
lagrangiens. Dans le cas d’une sous-variété lagrangienne orientée de C”,
nous déduisons de la construction précédente, des formules qui les relient a
la géométrie extrinseque de I'immersion, c’est-a-dire a sa seconde forme
fondamentale.

Remerciements : Les auteurs remercient le Professeur Nagano pour une
utile correspondance, et Michéle Audin, pour de fructueuses discussions.
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1. Plans lagrangiens. Grassmanniennes lagrangiennes.

Le lecteur pourra consulter [7] [1] [11] pour les détails et les
demonstrations des résultats (bien connus) énoncés ici.

1.1. Notations. — Soit E un espace vectoriel symplectique (c’est-a-dire
muni d’une deux-forme non dégénérée Q), de dimension 2n. Un sous-
espace vectoriel L est appelé plan lagrangien s’il est de dimension n et s’il
vérifie Q(X,Y) = 0, VX,; Y e L. On appelle structure hermitienne adaptée
a Q sur E la donnée d’une structure complexe J sur E (J?=—1Id) et
d’un produit scalaire hermitien h sur E tels que la partie imaginaire de h
soit la forme symplectique Q. Dansice cas, la partie réelle g de h est un
produit scalaire sur E vérifiant

QX,Y) = g(XJX), VX, YeE.

Rappelons que la donnée de deux plans lagrangiens transverses L et L'
de E, et d’un produit scalaire g, sur L, permet de construire une
structure complexe J et un produit scalaire g (dont la restriction a L est.
go). adaptée & Q. On appelle grassmannienne lagrangienne de (E,Q)
I'espace des n-plans lagrangiens % (E,Q) de (E,Q). La donnée d’une
structure hermitienne adaptée a Q, et d’une base orthonormée sur E,
permet d’identifier ¥ (E,Q) a lespace symétrique U(n)/O(n). Il est
important de noter que la classe d’homotopie de cette identification est
indépendante du choix de la structure hermitienne et de la base. On a donc
un isomorphisme entre les espaces de cohomologie

H*(Z(EQ)R) et  H*U(®)/O(n).R),
indépendant de la structure hermitienne et de la base choisies.

Rappelons également que si I'on se fixe un plan lagrangien L,
I’ensemble des plans lagrangiens transverses a L est canoniquement muni
d’une structure affine. Il est donc, en particulier, contractile.

Soit, maintenant, I’espace des n-plans lagrangiens orientés .#,(E,Q).
Des considérations analogues permettent d’identifier #,(E,Q) a
U(n)/SO(n) (revétement a deux feuillets de U(n)/O(n)) et
H*(Z,(E,Q),R) a H*(U(n)/SO(n),R).

Nous traiterons en général séparément le cas orienté et le cas non
orienté¢ car les situations sont différentes. (On pourra, par exemple
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remarquer que I'espace des droites orientées de C, transverses a une droite
orientée, n'est pas connexe).

1.2. Fibré canonique au-dessus de U(n)/SO(n).

Le fibré vectoriel canonique &, de base U(n)/SO(n) est défini de
maniere classique par son espace total

E, = {(n(a).0) e Un)/SO(n) x C", v e a(R")}

ou m: U(n) - Um)/SO(n) est la projection canonique. La premiére
projection de U(n)/SO(n) x C" sur U(n)/SO(n) induit une application
n: E, » U(n)/SO(n). Le fibré des repéres orthonormés directs dans &,
est le SO(n) fibré principal = : U(n) - U(n)/SO(n).

1.3. Fibration de U(n)/SO(n) et U(n)/O(n) sur S'.

L’application « déterminant »

U -2 st

se factorise a travers U(n)/SO(n). De méme l'application « déterminant
au carré »

d 2
Uy =2, gt

se factorise a travers U(n)/O(n). Ceci détermine une fibration
(U(n)/SO(n), det, S') (resp. U(n)/O(n), det?, S') de base S!, a fibre
simplement connexe SU(n)/SO(n). On en déduit que

n,(U(n)/SO(n) ~ Z, n,(U(n)/O(n) ~ Z
d’ou H,(U(n)/SO(n),Z) ~ Z, H,(Un)/0n),Z2) ~ Z.
La classe de Maslov peut s’interpréter comme un générateur du dual de
H,(U(n)/SO(m),R), (ou H,(U(n)/O(n),R).

1.4. Remarque. — La fibration (U(n)/SO(n), det, S') est triviale. Par
suite. U(n)/SO(n) s’identifie topologiquement a SU(n)/SO(n) x St.

2. Cohomologie de U(n)/SO(n), SU(n)/SO(n), U(n)/O(n).

3 d
Nous avons déja remarqué que la fibration U(n)/SO(n) Lok, St fait
apparaitre que H'(U(n)/SO(n),Z) ~ Z. Le but de ce paragraphe est de
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déterminer la cohomologie réelle de U(n)/SO(n). Le lecteur trouvera tous
les détails dans [3] ou [6] par exemple.

2.1. Rappels sur la cohomologie d'un espace symétrique.

Dans ce paragraphe, G est un groupe de Lie connexe compact et K
un sous-groupe de Lie connexe compact. Les ingrédients essentiels sont :

a) L'algebre I(G) (resp. I(K)) des polynémes invariants sur I'algébre
de Lie g de G (resp. fde K). Onnote 1" (G) I'ensemble des ¢léments de
I(G) de degré positif.

b) L’application o de I7(G) dans lalgébre A*G des formes
différentielles sur G biinvariantes (resp. : o : ¥ (K)=»A*K), définie de la
fagon suivante: 4@ peI™(G) on associe la fonction symétrique invariante
figxgx - xg - R telle que f(X,....X) = p(X).o(p) est alors
la (2k—1) forme différentielle obtenue en antisymétrisant la fonction

Xpse W Xa-1) = SX X)L XXX - s Xak-2]:Xak-1)
ou X,,X,,...,X,, appartiennent a g.
¢) L’homomorphisme de Chern-Weil de la fibration G —» G/K :
x: I(K) » H¥(G/K,R).
d) L’homomorphisme de restriction r: I(G) — I(K).
On a alors les résultats suivants :

(1) Si peKerr est de degré k, alors la (2k—1) forme o(p)
biinvariante sur G est projetable et définit une forme fermée invariante a
gauche sur G/K.

(i) Si on note ./ la sous-algebre de H*(G/K,R) engendrée par les
classes de cohomologie des o(p) par peKer(r), alors
H*(G/K,R) ~ &/ ® Im y .

On remarque en particulier que les générateurs de ./ sont de degré
impair et que les éléments de Im  sont de degré pair. Im y est I'ensemble
des classes caractéristiques du fibré G - G/K.

2.2. Application a U(n)/SO(n), SU(n)/SO(n), Un)/O(n).

2.2.1. Espace tangent a lorigine.

L’algebre de Lie u(n) de U(n) (resp. su(n) de SU(n)) s'identifie a
I'espace vectoriel réel des matrices a coefficients complexes antihermitiennes
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(resp. antihermitiennes de trace nulle). L'algébre de Lie so(n) de SO(n)
est la sous-algebre de Lie de u(n) formée des matrices réelles
antisymeétriques. On a une décomposition

u(n) = so(n) @ E (resp. so(n) = so(n) ®E)

ou E (resp. E;) est le sous-espace vectoriel de u(n) (resp. su(n)) forme
des matrices de la forme iM ou M est réelle symeétrique (resp. réelle
symétrique de trace nulle). E (resp. E,) s’identific & I'espace tangent a
Porigine de U(n)/SO(n) ou U(n)/O(n) (resp. SU(n)/SO(n)). En

1
particuiier U(n)/SO(n) et U(n)/O(n) sont de dimension lq(n+ )

nn+1) .

SU(n)/SO(n) est de dimension 1.

2.2.2. Les algebres 1(U(n)) et 1(SO(n)).

Rappelons les résultats suivants (cf. [9] par exemple).

a) Soient f,, ..., f, les fonctions polynomiales sur I'algebre de Lie
u(n), définies par

det A Id+iX) = A" — fi(X)OM"" 1 + £,(X)M"2 4+ ... 4+ (=D"1.(X).

Alors  f, ..., f, sont algébriquement indépendants et engendrent
I(U(n)).

b) Soient g,, ..., g, (n=2moun=2m+ 1) sur I'algébre de Lie so(n)
définies par

det AId—X) = A" + g,(X)A""2 + ... + g,(X).
Alors

)Sin=2m+1, g,...,g, sont algébriquement indépendants et
engendrent I(SO(2m+1)).

ii) Si n = 2m, il existe une fonction h unique au signe pres, telle que
gm = h*, et les fonctions & ---»8&m-1, h sont algébriquement
indépendantes et engendrent I(SO(2m)).

¢) Les générateurs (f,) de I(U(n)) d’indice k impair constituent une
base du noyau de la restriction r: I(U(m) — I(SO(n)).

L’ensemble des classes caractéristiques du fibré U(n) — U(n)/SO(n)
est déterminé comme suit :
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a) Si n=2m + 1, l'ensemble des classes caractéristiques du fibré
U(n) - U(®n)/SO(n) (resp. SU(n) — SU(n)/SO(n))
est reduit a {0}.
b) Si n = 2m, I'’ensemble des classes caractéristiques du fibre
U(n) - U(n)/SO(n) (resp. SU(n) — SU(n)/SO(n))

a pour générateur I'image par I’homomorphisme de Weil de la fonction

polynoémiale h = /det X (X € so(2m)). Le générateur est la classe d’Euler
du fibré canonique.

On déduit de 2.1. et 2.2. le théoréme suivant :

2.3. TutoriME. — Considérons‘les formes différentielles invariantes a
gauche sur U(n)/O(n) ou U(n)/SO(n) (resp. SU(n)/SO(n)) définies sur
I'espace tangent a lorigine par :

C4q+l(X1 7X2 gasi -aX4q+ 1)

2g)1)? 1
~ (a0 5

@g+1)! @m)**T

tr (M, 0---0 M£4q+,)
sef/"4q+l

—1
ou X;=iM;eE (resp.Ey), Vie[l,4g+1] et 0<g < [nT:I

—1
i) Les formes différentielles C,,.; pour 0<g < [nz :|

n—1
(resp. 1 <g< I:TJ> représentent un systéme de générateurs de la sous-

algebre o de H*(U(n)/SO(n),R) (resp. H*(SU(n)/SO(n),R)).
ii) La classe d’Euler du fibré

U() —» U(n)/SO(n) (resp. SU(n) — SU(n)/SO(n))
est un geénérateur de la sous-algebre Im y de
H*(U(n))/SO(n),R) (resp. H*(SU (n)/SO(n),R).
iii) Le polynéme de Poincaré P(t) de U(n)/SO(n) est le suivant :

pour n=2m + 1 P@) = ] (1+e*+Y)
q=0

m—1
pour n = 2m P@t) = (1+¢2™) [ (1+e**Y).

q=0
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iv) Le polynéme de Poincaré P(t) de SU(n)/SO(n) est le suivant -

m

pour n = 2m + 1 P(t) = J] (14+¢*+1)

q=1
m—1
RRuEE P@) = (142" ] (14441,
q=1

e . n—1 )
Les formes différentielles Cage1, pour 0< g < [ s :’ représentent
un systéme de générateurs de H*(U(n)/O(n),R). -

Le polynome de Poincaré P(t) de Un)/On) est le suivant -

m

pour n = 2m + 1 P(t). = [] (1+1%1+1)

q=1

m—1
pour n = 2m P(t) = [ (1+t**Y).
q=0

Esquissons la démonstration de ce théoréme -

(i) 11 suffit d’expliciter les formules du théoréme 2.1 et d’appliquer les
résultats de la section 2.2.

(ii) Résulte de 2.2.3.
(iii) et (iv) sont une conseéquence directe de (i) et (i1).

(v) L’application «oubli de I’orientation » de U(n)/SO(n) dans
U(n)/O(n) est un revétement régulier de fibre Z/2Z. La suite spectrale
associée a ce revétement permet de conclure.

2.4. Une curiosité : I'homologie de U(n)/SO(n) en dimension 1 et 5.

24.1. La classe de Maslov étant le pull-back par la submersion

d
U(n)/SO(n) iy S', de la classe de cohomologie représentée par la forme
volume de S', S' est trivialement un représentant du dual de cette classe
dans H,(U(n)/SO(n),Z).

2.4.2. On peut construire explicitement un représentant d’un
générateur de Hs(U(n)/SO(n),R) dual de la classe C5. Considérons en
effet 'immersion canonique :

SUGB)/SOB) <. Um)/SOm) (> 3).

SU(3)/SO(3) a la cohomologie de §3 d’aprés 2.5. Désignons par C{
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(resp. C{) la S-forme différentielle donnée par le théoréme 2.4 sur
U(n)/SO(n) (resp.2.5 sur SU(3)/SO(3)). On a la relation :

THehy =G5 20,

Par suite CY" est une forme volume de SU(3)/SO(3) et j(SU(3)/SO(3).
quon peut identifier a SU(3)/SO(3), est duale de Cs.

2.4.3. Ceci n’est plus vrai pour n = 4:
dim SU4)/SO4) =9 et P(SU4)/SO4),t) = (1+tH (1 +13).

La cohomologie de SU(4)/SO(4) est donc engendrée par sa classe d Euler
e, et Cs5. Sil'on considére I'immersion canonique

SU@)/S0@) <, Um)/SOm). n > 4,

ona j*(Cy=0). On a en fait un résultat plus précis : quand on calcule C,
en utilisant la formule du § 2.5,

@y 1 o
9 (2n)° EEZ&;S(*I).( TT(MEIO OMsg))

(CoXy.. .., Xg) =

on observe en fait que tout produit M, @...5 M,, est nul. Nous n’avons
pas pu trouver, dans le cas général, de représentant dual de Cyys1. pour
qg>1.

3. Classes caractéristiques des sous-variétés
et champs de plans lagrangiens.

Précisons le cadre géométrique de cette étude. Nous considérons
(E.ILB) un fibré symplectique, complexifi¢ d’un fibré trivial L,. Par abus
de langage, un tel fibré sera appelé un fibré symplectique trivial. Nous
considérons également un couple (L,L’) de champs de plans lagrangiens de
(E.I1,B). Les fibres de E sont de dimension 2n.

3.1. Remarque. — Le complexifié de L (et de L’) étant égal a E, il
est trivial, et, par suite, les classes de Stiefiel Whitney de L (et de L’) sont
de carré¢ nul [4], [8], [10].

Si L' est partout transverse & L, on sait quil existe une structure
presque complexe J (adaptée a Q), telle que JL =L'. J est un
isomorphisme de fibrés; L et L' ont donc mémes classes de Pontrjagin.
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3.2. Application de Gauss.

Soit (g¢.J) wune structure presque complexe adaptée a la structure
symplectique Q, soit L, un sous-fibré trivial de E. E s'identific 4
B x (Ly@®JLy) ~B x (R"@®IR") ~ B x C".

On peut donc associer a chaque champ de plans lagrangiens L une
application de Gauss G, 1 a valeurs dans A(n), la grassmannienne
lagrangienne de C”

Giyii B = A(m) = Um/O(m)
paar L,

L, étant considéré comme un plan lagrangien de C”.

Il est important de remarquer que des considérations analogues a celles
du § 1.1 permettent d’affirmer que I'application :

Gy |+ H*(U(n)/O(n),R) » H*(BR)

est parfaitement déterminée par L, et est indépendante du choix de (g.J)
et L,. On pourra donc poser GEO,L = GF.

La situation précédente est classique lorsqu'on considére une sous-
variété lagrangienne L de C" ~ R" @ iR". On pose alors L, = R". De
méme, si M" est une sous-variété de R"*7 son fibré normal T*M" est
lagrangien dans T*R"*? ~ C"*?. Plus généralement (mais nous
n’utiliserons pas cela dans la suite), on peut définir sur un fibré
symplectique (E,IT,B), muni de deux champs de plans lagrangiens L, et
L,, une «application de Gauss» G :B — A(n) en posant
G(p) = A,eU(n)/O(n), ou Ap(Llp) =L, si A, est un représentant de
A, (cf.[2] sur ce point).

3.3. Obstructions cohomologiques a la transversalité d'un couple de
champs de plans lagrangiens.

Soit (L,L) un couple de champs de plans lagrangiens du fibré
symplectique trivial (E,IT,B). Munissons (E,IT,B) d’un champ de plans
lagrangiens trivial L,. Notons

Gt = Um)/O(n)
Gyt = Um)/O(n)
les applications de Gauss associ¢es & (Lo,L) et (L,,L).

Pour définir des obstructions & la transversalité de L et L' on fait
I'observation suivante: si L et L' sont partout transverses, soit J Ia
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structure presque complexe sur E telle que JL = L'. On considére pour
tel0,1], L, = (tJ+(1—1)id)(L) qui est lagrangien.

L’application de Gauss GLOAL, réalise une homotopie entre G, et
iy -

On a donc Gf = Gf. Par suite si [c]e H*(U(n)/O(n).R) est une
classe non nulle,

GH (e = GE([).
Nous sommes donc ainsi conduits a donner la

3.3.1. DEFINITION. — Soient L et L' deux champs de plans lagrangiens
d'un fibré symplectique trivial (E.I1,B). Soient :

G*: H*(U(n)/O(n).R) - H*(B,R)
G*: H*(U(n)/O(n).R) - H*(B,R)

le pull-back des applications de Gauss de L et L'.

On appelle classes caractéristiques du couple (L,L’) les classes :

Mg+ 1(L,.L) = GF(Caye1]) — Gr([Cugs1 € H**1(B,R),

n—1
définies pour tout q tel que: 0 < q < [ 5 :I

ot [Cyyy € H¥ 1 (U(n)/O(n),R) est la classe de cohomologie de degré
4q + 1 définie par la forme C,,y, .

Les propositions suivantes sont immédiates.

3.3.2. PropOSITION. — Soient L et L' deux champs de plans
lagrangiens d'un fibré symplectique trivial (E,I1,B). ,

Si L et L' sont partout transverses, mgy,.,(L,L") = 0.

3.3.3. ProposiTION. — Soient L,L',L", trois champs de plans
lagrangiens d’'un fibré symplectique trivial (E.IT1,B).
i) On a my,, (LL")= Mygir(LL) + my,, (L,L7), Vg tel que

m—1
<g<|— |
0<g |:2

—1
i) Magiy(LL) = — mygy (LL), Vg tel que 0<q < ["’T]
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3.4. Sous-fibré lagrangien orienté d'un Sibré trivial.

Soit (E,I1,B) un fibré symplectique trivial, Lo unsous-fibré lagrangien
trivial orienté. Si L est un sous-fibré lagrangien orienté de (E,I1,B), on
peut définir comme en 3.2 une application de Gauss GLO.L:
B — U(n)/SO(n) rendant le diagramme suivant commutatif :

U(n)/SO(n)

Gr.1 p

0‘/
B < Um/Om)
Ly.L

On peut aussi, comme en 3.3, considérer I'application induite par GLO_L
en cohomologie :

Gy, H*(U(n)/SO(n),R) — H*(B,R).
Connaissant un systéme de générateurs de H*(U(n)/SO(n),R) on est
amené a la
3.4.1. DEFINITION. — On appelle classes caractéristiques de L

relativement @ L, les classes :

a) My 1(L,Leo) = GEO_L([C4.;+ D), 0<g<
la classe de cohomologie de la Jorme Cypyy.

n—1

:,, ou [Cypyq] est

b) Si n est pair (n=2m)
eZm(L’LO) = GSO,L(EZ"‘)’
ou e,, est la classe d’Euler du Jfibré canonique E, .

On voit immédiatement, soit sur les formules exprimant Cg,,, et
Cig+1, soit & partir de la relation G = poGLO.,_, que les classes
Maq+1 SOnt celles qui ont ¢t¢ définies en 3.3 sans tenir compte de
orientation existant sur les fibrés.

Par contre la classe e,,(L,,L) mérite un commentaire particulier :

3.4.2. PROPOSITION. — €xm(Lo,L) est une obstruction a la transversalité
de L et L,.

Démonstration. — Supposons que pour tout xe B, L, soit transverse
a L, . Comme L, est un lagrangien indépendant de x, I'image de B
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par G, est contenue dans I'ensemble W des lagrangiens transverses a
L(,\, qui est un ouvert contractile de U(n)/O(n). Si B est connexe,
GLU.,_(B) est alors lui aussi contenu dans une composante connexe de
p~ (W), elle-méme contractile; il s’ensuit que GL”_L est homotope a zéro,
donc e,(L,.L) = 0. Si B n’est pas connexe. on raisonne de méme sur
chaque composante connexe de B.

3.5. Cas d'une sous-variété lagrangienne de C".

Si L est une sous-variété lagrangienne de C", muni de la structure
riemanienne canonique, le procédé précédent permet de définir des formes
différentielles sur L.

Posons C" = R" @ iR"; donnons la:

3.5.1. DEFINITION. — Soit L =, C" une sous-variété lagrangienne de
C,. On appelle formes caractéristiques de L les formes différentielles

n—1
Agg+1 = G:H‘TL(C44+1) 0<g< [ﬁ}

2
Remarques. — i) Ces formes différentielles sont fermées et définissent
des classes de cohomologie sur L qui sont des obstructions a la
transversalit¢ de TL avec R".

ii) Si L est orientable, en choisissant une orientation, on pose
o, = Ggnpi(e,). TL est alors isomorphe au fibré G, (), image
réciproque par Cgnq. du fibré canonique au-dessus de U(n)/SO(a); o,
apparait comme une forme différentielle définissant la classe d’Euler de L,
d’ou la: ’

3.5.2. PrOPOSITION. — Si L est une sous-variété lagrangienne de C,
orientée, la classe d'Euler de L est une obstruction a la transversalité de TL
avec R".

(Un raisonnement direct permet de retrouver ce résultat.)

4. Expression riemannienne des formes caractéristiques
d’une sous-variété lagrangienne de C".

4.1. Tenseur caractéristique.

Soit L une sous-variété lagrangienne de C", munie de sa structure
complexe canonique (<, »,J). On munit L de la métrique g induite par
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{,>. Notons V(resp.V) la connexion de Levi-Civita associée a
(. ) (resp. g). La seconde forme fondamentale de L est notée o elle est
a valeur dans T'L. le fibré normal a L :

o : TL.x TL. =vT*L
X.)Y) v oX)Y) = V.Y — W, Y.

Rappelons que & est bilinéaire symétrique. Donnons la

4.1.1. DEFINITION. — Soit L une sous-variété lagrangienne de C".

On appelle tenseur caractéristique de L le tenseur symétrique

6: TL x TL:~TL défini par c=Joo.

4.1.2. Notation. — Si X eTL, on note gx: TL — TL le tenseur
défini par ox(Y) = o(X.Y) = J(6(X,Y)). On a le

4.2. THEOREME. — Soit L une sous-variété lagrangienne de C", de
seconde forme fondamentale o, les formes caractéristiques fondamentales de
L sont données par les formules :

Uagr1(Xyse - s Xags1)
= (=922 (@91 1 trdce( Y (= 1)*cgy X, © - OOy

(4g+1)! 2m)2a+ 1 Taget cag+1”’
Xis ooy Xage1 étant des vecteurs tangents en un point de L,
n—1
vq, 0<g< [—]
2
4.3. Remarque. — Si q = 0, on retrouve I'expression de la classe de

Maslov en fonction du vecteur de courbure moyenne de I'immersion [10].

4.4. Démonstration du théoréme. — a) 1l est facile de voir que I’espace
tangent T,(#(C") en un point pe(C") s’identifiec a I'espace & des
endomorphlsmes B de P dans P tels que:

BEXIY)) = (BY)IX))

VX,YeP (cf. [10]).
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Soit G: L —» Z(C") ~ & l'application de Gauss de L. Considerons
la seconde forme fondamentale comme tenseur o a valeur dans
T*L ® T'L: X

o: TL > T*L® T'L
X & (ox: Y-0o(X)Y))
vVX,YeTL.

Il est bien connu que dG s’identifie a o, c'est-a-dire que I'on a:

4G, (X) = (ox), € TXL ® TAL.

On a donc:

G*(C4q+1)(xl 5. -aX4q+1) = C4q+1(dG(X1),- . '9dG(X4q+ 1))

= a4Q+1(OXl" : .,0X4q+]).

5. Exemples.

5.1. Une remarque : cas d'une sous-variété de C". — Considérons une
sous-variété L compacte lagrangienne de C". Il est facile de voir que L
n’est transverse a aucun plan lagrangien L, fixe.

-
En effet, considérons le « vecteur position» x de L pour une origine
0, et définissons la fonction «distance a Lg»:
d: L - R
p \ d(p) = distance de p a L,.

Soit g un point critique de d et r la projection de g sur L, alors
—
T,L et L, sont orthogonaux 4 la droite gr. Si u est un vecteur porté
—
par gr, Ju appartient a T, L et L,.

Nous verrons ci-dessous des exemples de sous-variétés lagrangiennes
compactes de C", pour lesquelles certaines des obstructions sont
cependant nulles.

5.2. On peut construire trivialement des immersions lagrangiennes a
valeurs dans C" telles que 'on ait:

— m, =0, Vk: il suffit de considérer n’importe quelle immersion
lagrangienne de S? dans C?, (I'immersion de Whitney par exemple

(cf. [13])),
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— my #0; m =0, Vk, k # 1: il suffit de considérer une immersion
du cercle S' dans C.

5.3. L’immersion du tore standard lagrangien

T == 8] % <2 % 8 % «ve % §1
satisfait

my #0, ms =0, my =0, (T = 0.

5.4. Considérons le fibré trivial (U(n)/SO(n) x C",U(n)/SO(n)). Soit
Lo=R" le champ de plans lagrangiens « horizontal» de C".
Considérons le champ de plans lagrangiens L défini par L(p) = A, (R"),
ou A, est une matrice unitaire representant le point p. L’application de
Gauss GLOL est alors l'identité de U(n)/SO(n) et My, (Ly,L) # O,’f
pour tout ge[Om], si n=2m+1 si n est impair, et pour tout
gel0,m—1], o0 n=2m si n est pair.

3.5. L’immersion lagrangienne de U(n)/O(n) (resp. U(n)/SO(n)) dans

n(n+1)

. T8

Considérons I'espace vectoriel V des matrices (1 x n) complexes
. nn+1)

symetriques. V s’identifiea C 2 . Onp munit V du produit hermitien
défini par (X,Y) = tr (XY). L’application

‘A > A'A
de U(n) dans V passe au quotient par O(n) et définit une application
S:Um/0Om - V.
Considérons également I'application
G: Um) - U()
(ou U(V) désigne le groupe unitaire de V), définie par:
G(A)(X) = AX'A, VXeV.

G est un homomorphisme de groupes. De plus, f posséde la propriété
d’équivariance suivante :

YEe U(n)/O(n), VA e U(n), f(A.&) = G(A).fE).
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Ce résultat permet de montrer facilement, en se ramenant a 'origine,
que f est une immersion lagrangienne.

De plus, on peut montrer que les classes caractéristiques de l'immersion
nn+1)
9

P4

f, de degré inférieur a ne sont pas nulles.

Esquissons simplement la démonstration : I'application de Gauss g de
f est induite par G. (On a le diagramme commutatif suivant :

um 2. uw

I

Um)/Om £ U(v)/ov))

On étudie G*(IT*C,,,,), et donc dGy = I(U(V)) - I(U(n)). Des
arguments standards permettent de se ramener aux tores maximaux de
U(n) et U(V). Si fr,4, estle générateur de I(U(V)) correspondant a
Cyg+1 (cf.§2), la composante de  'dGy(f,,+,) sur le générateur de degré
2qg + 1 de I(U(n)) estnon nulle. Par conséquent, la classe caractéristique
correspondante est non nulle.
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