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La premiére courbure externe d’une sous-variété d’une variété
Riemannienne a été définie par le second auteur (voir [6] ou [7])
comme la norme de sa seconde forme fondamentale. Nous montrons
dans cet article que toute fonction différentiable p positive, définie
sur une variété M de dimension finie peut étre considérée, locale-
ment, comme la premiere courbure externe d’une hypersurface con-
vexe d’une espace Euclidien (théoreme 1).

Nous étudions également, dans le cas plus délicat ol p est
une fonction non négative, s’il est possible de trouver des hyper-
surfaces dont la premiére courbure externe est égal 4 p, au voisinage
d’un point 72 de M tel que p(7)=0. Si, aprés un changement de
coordonnées autour de m, p est une fonction analytique radiale, nous
obtenons une réponse positive (théoréme 2). Nécessairement, 7z est
un point critique de p et I’hypothése du théoréeme englobe, (grace
au lemme de Morse), le cas ol 7 est un point critique non dégénéré.

Enfin, nous pouvons définir p courbures externes d’une sous-
variété de codimension p (voir [6] ou [7]) et se poser la question
de Dexistence de sous-variétés dont plusieurs courbures externes
sont données a l’avance. Dans le cas d’une courbe dun espace
Euclidien, ces courbures sont simplement les fonctions de courbures
classiques associées au repére de Frenet de cette courbe; il est bien
connu qu’il existe des courbes dont les courbures sont des fonc-
tions positives données a priori (voir [5 chap. 1]). En fait, ce
phénomene est particulier aux courbes, et nous pouvons obtenir
facilement des résultats de non existence en dimensions supérieures.
Les auteurs remercient le référé dont les remarques ont permis
d’améliorer certains résultats.
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§1. Courbures externes.

Tous les objet considérés ici sont de classe C<. Soient M une
variété différentiable de dimension #, et f une immersion de M dans
P’espace Euclidien IR™”, p=1. Nous notons respectivement (,) et
V le produit scalaire canonique et la connexion plate canonique sur
IR"™7 Si V est la connexion de Levi-Civita de I'image réciproque
de (,) par #, il est bien connu que

V. fsn=fVen+B (§, m),

pour tous champs & m sur M, ot B’ est la seconde forme fonda-
mentale de f. Enfin, nous notons V* la connexion normale sur le
fibré normal T- (M) de M et E; le sousfibré (peut étre a fibres
variables) de T (M), engendré par I'image de B'. Le fibré Ei est
appelé premier fibré normal principal de f.

a) Définition de la premiére courbure externe.

La premiére courbure externe ki(f) de f est la norme de B':
Si {E,...,Ex} (resp. {mi,...,Mp}) est un repére tangent (resp. normal)
sur un ouvert U de M, nous avons:

(1) kl(f)zz Z <Bf(Ei,E,-),m>2

I<i,j<n
1<k=p

Dans le cas particulier ol f est une immersion de M dans IR™*! il est
facile de relier 4i(f) aux «courbures moyennes» de l'immersion.

En effet, désignons par o1,...,0x les coefficients du polynéme
caractéristique de la seconde forme fondamentale B’ de f:

det (I+¢B'), ou I est Iidentité.

Ces coefficients sont, a des constantes prés, le courbures moyennes
oi, 1<i<n, de 'immersion f; (voir [2] par exemple).
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En d’auters termes, si nous notons Ai,..., A les fonctions de
courbures principales de f (c’est-a-dire les valeurs propres de Bf),
nosu avons

gi= z )vm,...x)\«m &
lsm <. ..<m...<n ] L

Il est clair que ki (f)’=M+...4+)\ et, par suite nous avons
(2) ki(f)=0—20.

Remarquons que (2) implique que ki (f)* est C*.

b) Une remarque sur la différentiabilité de ki (f).

Bien que ki (f)* soit C=, il n’en n’est pas toujours de méme
pour Ai(f), aux points ou 4i(f) s’annule. Par exemple, I'immersion
f: IR* = IR*® donnée par

flxi, x2)= (fcos (;) dt, Ofxzsin (—fzz)dt, x2)

vérifie ki (f)=|xi|, fonction qui n’est pas différentiable aux points
(0, p2).

Par conséquent, le théoréeme 1 d’existence que nous montrerons
n’englobera pas toutes les fonctions susceptibles d’étre, sur une va-
riété, une premiére courbure externe, puisque la fonction dont nous

N .

partirons sera C* a priori.

c) Définition des courbures externes d’ordre supérieur.

Si le premier fibré norma! principal est de rang constant, notons
Pi: T+ (M) — E{ la projection orthogonale sur le supplémentaire
orthogonal de Ei. Nous notons aussi 8u le module des fonctions dif-
férentiables réelles sur M, et E le module des sections d’une variété
fibrée E sur M.
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Si T (M) est l'espace tangent a M, il est facile de voir que
I'application

(€, 9P VL

de T (M)®E, dans F+ est Oy-bilinéaire. Par suite nous pouvons définir
sa norme 4 (f), appelée deuxiéme courbure externe de f.

De facon plus précise, si {&i,...,&:}, {&,...,E} et {E],...,E}
sont des repéres orthonormés de T (M), Ei et Ei, sur un ouvert U
de M, nous avons

(h=( T (P VEE; L)

I<i=n
1=j=r
I<ks=s
Nous pouvons alors noter E: le sous-fibré (a fibres peut étre
variables) de T* (M), engendré par I'image de Pi.
Le fibré E. est appelé deuxiéme fibré normal principal de f.
Si le rang de E: est constant, notons

Pr: T-(M)— (EX®E2)"

la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal de Ei®E:.
L’application (§,m)— P> V*n de T(M)®E: dans (E:®E:)" est
Ou-bilinéaire. Nous notons sa norme ks (f), appelée troisieme cour-
buer externe de f.
Il est possible de définir les courbures externes s (f) Lki(f)
de maniére analogue, par récurrence.

d) Interprétation géométrique des courbures externes [6], [7].

Rappelons ici brigvement la signification géométrique des cour-
bures externes. On montre facilement que ces courbures sont des ob-
structions & la réduction de la codimension de I'immersion. Plus
précisément, on peut montrer le

THEOREME A. Soit M est une sous-variété de dimension n connexe,
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simplement connexe d’un espace Euclidien \R"*". On suppose que les
espaces normaux principaux Ei ... Ei sont de dimension constante
71,11, et que la (I+1)-ieme courbure externe kin de Iimmersion

soit identiquement nulle.
1

Alors M est une sous-variété d’un (n—l—; ri)-plan de IR"™".

Naturellement, la définition méme des courbures externes
permet de voir que ces derniéres ne peuvent que trés partiellement
décrire la « forme » de la sous-variété. Deux immersions différentes
peuvent avoir méme premiere courbure externe; il suffit de consi-

dérer une immersion f: IR — IR**! et définir une autre immersion
f: R"— IR"™!' n>k, par

]T(X1 ,...,Xn):(fl (X] ,...,Xk) ,...,7k+1 (Xl ,...,Xk), Xk+1 ,...,Xn).

Nous avons

ki (f) (%1 .. %) =1 (F) (x1 ..., x%).

Cependant, sans entrer dans les détails, signalons que, lorsque
la codimension de I'immersion est «petite» (=<2), ces courbures
permettent de décrire I'immersion en terme de feuilletages et de
réduction de codimension.

§2. Existence d’immersions a premiére courbure externe donnée.
Nous allons montrer le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit M une variété différentiable de dimension n
et p: M— IR wune fonction différentiable. Soit m€ M un point tel que
e (m)>0. Alors il existe une immersion convexe de M dans I'espace
euclidien \R™', définie sur un voisinage de m dont la premiére cour-
bure externe est égale a p.
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Puisque nos résultats sont locaux, nous pouvons supposer que
M est un ouvert de IR" et que »=0. Notons (x',...,x"), (resp.
(9',...,9"") les coordonnées canoniques de IR" (resp. IR*+1). Soit
f une immersion de IR” dans IR"*'. Si nous posons

FE)=(F (%) o, f71(2)), YV x€IRY,

et
n+1 a][a a][u.
gl E axl 8x’ > z ] n,
nous avons
n+1 82 o n a
(3) (8“ aX) mzl( Oxiox —az z;axk)ay

ou

.= 9 g, g 3 gn;
Fk e hk .
v 2 hz dx 2l A« Er: )

Ici, (g") est la matrice inverse de (gi).
Soit C=(IR") l'espace des fonctions différentiables réelles sur
IR", et A: C=(IR") — C=(IR") I'opérateur différentiel non linéaire du

second ordre, défini par

: . ad
b ik jl f [T
A<z)—1<112kl<ng (Z)g (Z)<Bz(axi’ 3x’ ), \(axk’ 8Xl)>

ou z€C=(IR"), et f. est 'immersion de IR" dans IR™"' définie par

3

fz(x)—(x Z), xEIR“ et ol (g”(z)) est la matrice inverse de

((fo)= ax” (fo)=

Nous avons a present besoin du lemme suivant:

LEMME 1. Soit p€C=(IR") une fonction telle que ¢(0)>0. Il
existe une fonction z€C=(IR") telle que A(z)(0)=¢"(0) et telle
que Uopérateur linéarisé A, de A en z soit elliptique en 0.
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Démonstration. La démonstration est semblable a celle du lem-
me de [3]. Rappelons que, si z€C*(IR"), I'opérateur linéarisé de
A en z est défini par

A;(u)Z%A (z+¢ u)l::o

avec #€C=(IR").
Soit z € C*(IR™) une fonction telle que z(0)=0 et g—;(O)zO,
1<i<#un. Nous avons gi(z)(0)=3; et

0 %z d
W)(O)— 0x' 0x 0) dy**+! o

a
B (g

On en deduit facilement que

(A)(0)= T (22— (0)
‘ _lsi,jsn axiaxi
et que la partie principale de A’ en 0 est l'opérateur différentiel

9z u
——(0 —
dx'dx ( )ax‘ax’

P.:u—2%

Si nous choisissons z tel que

9’z e (0)
axlax] (0) \/n 51] ) l_l,].—ﬂ,
alors P est le Laplacien standard dans IR", 2 une constante pres, et
(A2) (0)=p*(0). Le lemme est ainsi démontré.

Nous pouvons maintenant montrer le théoréeme 1. Soit B une
boule fermée centrée a lorigine de IR". Si / est un entier positif et
s€70,1[, soit C"**(B) l’espace des C'-fonctions a valeurs réelles,
sur B, dont les dérivées d’ordre ! sont Holderiennes d’exposant s.
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Si les espaces C'"****(B) et C'**(B) sont munis de leurs normes
usuelles, il ets facile de voir que

AZ Cl+2+s (B) g Cl+s (B)
est C*. Nous allons utiliser la proposition suivante.

ProposiTiON 1. ([31). Soit | et m des entiers positifs et
s€10,1[. Soit F:C""™*(B)—C"*(B) un opérateur différenticl
d’ordre m, non linéaire, de classe C=, et p€C=(B). §’il existe un
m-jet en 0 de fonctions z€C"" (B), tel que (F.)(0)=p(0), et tel
que lopérateur F est ellipitique en 0, alors nous powvons trouver
un germe C= en 0 de fonction u: \R"— R tel que Fu=p.

Ainsi, le lemme 1 et la proposition 1 permettent de conclure
qu'il existe une fonction #: IR” — IR, définie sur un voisinage de 0,

telle que
(4) Au=0"

Utilisant (1) et (3), nous concluons que (4) est réalisé si et seule-
ment si A1 (f)=p. Si z est donné par le lemme 1, la seconde forme
fondamentale de f. en 0 est définie positive. Ceci implique (voir
le corollaire de [3, Appendice]) que nous pouvons avoir, en plus,
B'. défini positive sur un voisinage de 0. Cette derniere propriété
est équivalente a la convexité de f.. Le théoréeme 1 est démontré.

Remarque sur le théoréme 1. Si n=1, il est bien connu que
Pon a le résultat suivant: si p: IR — IR est une fonction de classe
C’, non négative, (r€{1,...,~}), alors il existe une courbe f de

classe C"*2,

f=(, f): R - IR?

telle que 41 (f)=op.
I1 suffit en effet de considérer
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hi6)={ cos ([ o(s)d ) ds
f2 (t):()fsin(g'sp (0)do)ds.

Il faut donc noter que si #=1, le théoréme 1 est une version
légerement affaiblie de ce résultat.

§ 3. Une remarque sur Dexistence d’immersions cylindriques.
y

La conclusion du théoréme 1 précise que I'immersion obtenue
~ est convexe. Nous pouvons également obtenir une immersion cylin-
drique, sous de «bonnes » conditions. Rappellons qu’une immersion
f d’une variété M de dimension 7 de I’espace Euclidien IR"*' est cy-
lindrique si

B =w®w®n,

ol w est une 1-forme sur M et m une section de T+(M). ([2].)

Donnons-nous en effet une fonction de classe C", r€{0,
1,.,}, p: IR"— IR vérifiant la condition: il existe des coordon-
nées convenables sur IR", (x1,...,xx), telles que p ne dépende que
d’une seule variable: p(x1,...,x:)=7(x1), ou 7: IR - IR est une
fonction C=. (Cette condition est en particulier vérifiée localement
au voisinage d’un point ot d p==0).

Il existe une coutbe c¢=(c1, c2): IR = IR? telle que Ai(c)=r~,
d’aprés la  remarque du paragraphe précédent. L’immersion
f: IR" —=IR"+! définie par

Flxt o, xn)=(c1(x1), c2(x1), X2,...,%n)
vérifie

ki (f)(

=ki(c),,, =Ty =P (X1 5.0, %)

xl,...,x")
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§4. Le cas dégénéré.

Soit x1,...,xs des coordonnées sur un voisinage de U de 0
dans IR" et Y€€ (IR). Nous notons fy I'immersion de U—(0) dans
IR™+' défini par

Fo (%10, %n) = (X1 00, %0, U (7)), ¥V (%1,...,%:) €U—(0),

. o dy . Ay
- 2 2 ? e
ou r=Vx’+..+x*. Posons \b———dr et Y =77

ProrosIiTION 2. Nous avons

() e (25
(1+ () 71+

k: (fo)=
sur U—(0).

Démonstration. Nous introduisons des coordonnées sphériques
r, 01,...,0,-1données par

n—1

xi=¢ (I cos®))sinbu_111, pour i=1,..,n,
j=1
et nous calculons /i (fy) dans la région V ou ces coordonnées sont
non singulieres. Si g est I'image réciproque de (,) par fy, nous

avons:

9 9 9 9
A 5 S B
g(ar, aei) z( 30 ae,-) 0, i, j, i#]

d 0 L het= —
g (_87’ ?r—)—gn—l—i-(‘@) >

et
i1

0 d ..
g (W’ —aT)ng,m:rZ _T_I1 cos?0; , si i=1;.;n—1.
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I est fastidieux mais facile de voir que

a a d d
ar ~ a6 90, 90,

B
et
(ryp

A= 8
B = T cos* b; i i=1;..5n—1.
IB* (75 amﬂ’ @R e ST

Finalement, nous avons

3 3 (0 3

B Cnm I s [BY s =
kz - A r i i -
l(f\b) +2 g%+1,i+l

2
& i

W) Ll (V)
EENSRE 71+

qui est la formule désirée sur V. Puisque l'image de f, est une
hypersurface de révolution, £i(fs) est invariante par rotations, et la
derniére formule est également vraie sur U—(0).

Remarque sur la proposition 2: Ce calcul généralise de facon
claire celui de la courbure moyenne %, d’une surface de révolution
de IR* définie par

fu(r, @)=(rcoso, rsing, Y (r)).

On obtient
M:_gi;_i M:_ti;Tr
r V1447 (V1+9¥)
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et par conséquent

WP 1@
kz = — —
W=y T Ty

Le lemme suivant est facilement vérifié.

LEMME 2. La fonction
@ (r)=r(n+8—r°"12
est une solution de I'équation différentielle ordinaire
(5) 7 (@)P=1+¢){r+o*(r*—n+1},

dans Uintervalle ouvert 1—(n+8)"¢, (n+8)"°[.
Si nous posons Y (r)=fo(t)d=, ¥ peut étre développé en
0
série entiére convergente, relativement a 7?; ainsi, fo est une fonc-
tion C* sur un voisinage de 0. De plus, le calcul donné dans la

démonstration du lemme 1 montre que /i (fs) (0)=0. D’autre part,
il est facile de voir que (5) est équivalent, pour 0, a

ki (fo)=7".
Ce calcul et le lemme de Morse implique le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soit o une fonction C*, non négative, a valeurs
réelles sur une variété de dimension n=2. Soit x€ M tel que p (x)=0.
Si x est un point critique non dégénéré pour p, alors il existe une
immersion f de M dans lespace Euclidien R"™', définie sur un
voisinage de x, dont la premiére courbure externe est égale a p.

4o
Soit p(#)=2 arr* la série entiére convergence, o am+=0 et
k=m

m=2. Nous avons le
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LemME 3. L’équation différentielle ordinaire
7\2 2__ 2 a2
(6) r(d)Y+(n—1)u’=r¢,

posséde une solution analytique réelle dont le domaine de convergen-

ce est celui de p.

Démonstration. De facon claire, il suffit de montrer que (6)
possede une solution en série entiere formelle a l’origine.

Posons F (u)=#*(«')*+(n—1)u*—(rp)*; Par récurrence, nous
pouvons montrer que, pour tout [=m+1, il existe un polyndme
Pi€IR (r), de degré [, tel que

F (P;)=0 mod (r**™+?).

m+1

La seule possibilité, pour I=m+1, est Pn.i=kr""', avec

- ﬂm
M Vim+1)P+n—1

et nous avons

F (Pmi1)=a 7" —(r p)*=0 mod (#"*3).

2
m

Supposons maintenant que /=41, et que le résultat est vrai
pour /. Remarquons que I’hypothése de récurrence implique que

Pi=X#"""mod (™).

Supposons maintenant que /=m+1, et que le résultat est vrai
pour /. Remarquons que I’hypothése de récurrence implique que

Pi=\#""mod (#"*?).
Donc, si € IR, nous avons

F(Pi+arH)=F (P)+((I+1)V+n—1) 24
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2a(((+1) P +(n—1) "' P)=
=F(P)+2ar((I+1)(m+1)+n—1) 7™ mod (r*+"+3)

Posons a= —b ou b est donné par
20U+ 1) 1) +n—1) P

F(P)=br*™mod (r'+™+),
Nous obtenons
(8) F (P111)=0 mod (r**™*3).

A présent, posons
Y (r) zof tan Arcsin # (t) d =,

ol # est donné par le lemme 3. Il est facile de voir que
ki (fo)=p, si r#0.

La démonstration du lemme 3 montre que, si p s’écrit comme une
série entiere en 7, alors U est de méme type; ainsi fy est C* sur un
voisinage de 0. De plus, d’apreés le lemme 1, &1 (fs) (0)=0.

Finalement, nous avons montré le théoréme suivant, qui ge-
néralise le précédent:

THEOREME 3. Soit p une fonction C* sur une variété M de di-
mension n=2. Soit x€M tel que p(x)=0. S’il existe des coordon-
nées (x1,...,xn) centrées en x sur M, telles que p soit développable
en séries enti¢re convergente de variable r= x>+ .. +x*, il existe
une immersion f de M dans \R"*', définie au voisinage de x, dont la
la prémiére courbure externe est égale a p.
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§5. Un résultat de non existence.

Dans ce paragraphe, nous allons montrer, en utilisant une con-
struction particuliere, qu’il est en général impossible de trouver
une immersion locale d’une variété dans l’espace Eucliden, avec
plusieurs courbures externes données.

Nous avons le théoréme suivant:

THEOREME 4. Soit M une variété de dimension n et f: M — R"*
une immersion telle que ki (f)>0, sur un voisinage U d’un point de

M. Alors
dlE(HINd ks ()1=0 sur U.

Il est d’abord facile de voir que, dans ce cas, le premier et le
second espace normal principal sont de rang constant 1.
Nous utilisons le

LEMME 4. (Voir [6] ou [7]). Soit ®: X — IR"™™ yne immersion
isométrigue d’une variété Riemannienne X dans \R". Supposons que
le premier espace normal principal est de rang 1 en tout point,
et que k2(®) est une fonction constante positive. Alors ® (X) est lo-
calement un cylindre CXXi, o X1 est une sous-variété de IR"™ to-
talement géodésique, et C une courbe, dont les courbures de Frenet
satisfont:

ki(O)=ki (D)c; k(C)=k2(D)|c;  ks3(C)=Fs(D)c.

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme 4. Le lemme
4 implique que f(M) est localement un cylindre C€M. De facon
claire, ceci implique que ki (f) et ks3(f) sont constantes sur toute
géodésique orthogonale a C. Ainsi d [4:i (f)1Ad [k (f)1=0.

D’apres le théoréme 5, si #=2 et pi: IR — IR est une fonction
positive, p2 est une fonction constante positive, et ps: IR” — IR est une
fonction positive telle que d p1/Ad p35%0, nous ne pouvons pas trouver
d’immersion f de IR™ dans IR"** définie sur un voisinage de 0, tel

que & (f)=p1, k2(f)=p2, ks (f)=ps.
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