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GEOMETRIE DIFFERENTIELLE. — Etude locale des applications projectives.
Note (*) de Jean-Marie Morvan et Thérése Nore, présentée par André Lichnerowicz.

Nous étudions les applications projectives entre variétés munies de connexions linéaires sans torsion.
Nous sommes conduits a introduire la notion d’application « fortement projective », dont la seconde forme
fondamentale verifie une propriété caractéristique analogue a celle des transformations projectives.

DIFFERENTIAL GEOMETRY. — Local Study of Projective Maps.

We study projective maps between manifolds endowed with torsion-free linear connections. This leads us to
introduce the notion of “strongly projective map™ the second fundamental form of which has a characteristic
property generalizing the characteristic property of projective transformations.

1. InTRODUCTION. — Une transformation projective est un difféomorphisme qui
transforme une géodésique en une géodésique. Les propriétés de telles transformations ont
été étudiées en détail par R. Couty [1], et K. Yano [7] entre autres. Utilisant la notion de
seconde forme fondamentale d’une application, le théoréme suivant donne une propriété
caraclerlsllque des transformations pro_]ectwes

THEOREME A. — [7]. Soeit f: (M, V)= (M’, V') un difféomorphisme d’une variété M
munie d’une connexion V d valeurs dans une variété M’ munie d’une connexion V'. f est
projective si et seulement si o, la seconde forme fondamentale de f, satisfait la propriété :

Il existe une 1-forme w telle que :

(%) VX,YETM, o(X.Y)=0(X) f,Y+o(Y) f,X

Il est tentant de vouloir étendre cette propriété aux applications projectives (i. e. lorsque
S« conserve les géodésiques », mais peut éventuellement avoir un noyau). Généralisant la
notion d’immersion projective introduite par K. Yano et S. Ishihara [6], Z. Har El a défini
plus généralement les applications projectives.

Un contre-exemple montre que la proprieté Cdrdcter[sthue (* *) du théoréme A ne
s'étend pas aux applications projectives, ce qui est en désaccord avec [3] (cf. § 5). Nous
sommes ainsi conduits a déterminer la classe des applications projectives dont la propriété
caractéristique est (% *),

2. CONNEXION IMAGE-RECIPROQUE ET SECONDE FORME FONDAMENTALE. — Dans la suite,
toutes les connexions seront supposées linéaires sans torsion.

2.1.: Soitf: (M, V) - (M, V') une application d’une variété M munie d’une connexion
V a valeurs dans une variété M’ munie d’une connexion V'. Nous notons f~ '(TM’) le
[fibré image réciproque de base M dont la fibre au point m e M est I'espace tangent 4 M’ en
f(m), noté Ty, M".

2.2.: Rappelons (cf. [4] ou [5]) qu’il existe une unique connexion lineéaire V' sur
YT M) telle que pour tout vecteur X tangent a4 M, et pour tout champ Y’ tangent a
M’, on ait en posant §'=f*Y":

VX&' =V; oxY'|r oy

2.3.: On désigne parEla connexion somme directe de V et V' sur le fibré
TM@f '(TM) et sur son algébre tensorielle.
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Rappelons la définition suivante (cf. [2] par exemple) :

DEFINITION. — Le tenseur symétrique o : TM xTM — T M’ défini par :
VX, YeETM, C‘F(X,Y]=(€f*) (X,Y]:E’xf,Y—f*VxY

est appelé seconde forme fondamentale de f.

3. APPLICATIONS PROJECTIVES ET FORTEMENT PROJECTIVES. — Pour plus de clarté, précisons
que nous appelons une géodésique par morceaux d’une variété M munie d’une connexion
V, une application €™ :

v : 1= M d’un intervalle ouvert de R a valeurs dans M telle que :

t—y(0),
Vaay=Ay, ou Ae®>(D).

Une telle application est appelée une géodésique si elle est de plus une immersion.
Lorsqu’aucune confusion n’est possible, nous identifions une géodésique et son image.
Donnons les : )

3. 1. DEFINITION. — On appelle application projective f: (M, V) = (M’, V') d’une variété
M munie d’une connexion V vers une variété M’ munie d'une connexion V', une application
€ telle que, si y est une géodésique par morceaux de M, alors f-y est une géodésique par
morceaux de M’

3.2. DEFINITION. — On appelle application fortement projective f: (M, V) - (M’, V')
d’une variété M munie d’une connexion V vers une variété M’ munie d’une connexion V', une
application €™ telle que si y est une geodésique de M, alors f -7y est une géodésique de
M’, ou a pour image un point de M’,

3.3. Remarque. — Si f:(M, V) — (M’, V') est une application fortement projective, une
géodésique de M est soit tangente, soit transverse a Ker f, en tout point.

4. LE THEOREME : PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES APPLICATIONS FORTEMENT PROJECTIVES.

4.1, Tueoreme. — Soit [ (M, V) = (M, V') une application de rang constant d’une
variété M munie d’une connexion V, @ valeurs dans une variété M’ munie d’une connexion
V’. Soit o la seconde forme fondamentale de f; f est fortement projective si et seulement si
il existe une 1-forme @ sur M telle que :

VX, YeTM, o(X, Y)=o(X) f, Y +o(Y) fi X.

4.2. Esquisse de démonstration du théoréme. — Notons 4" le feuilletage défini par le
noyau de f,. La condition nécessaire repose sur les lemmes suivants, et la condition
suffisante ne pose pas de difficultés.

LemMe 1. — Soit f: (M, V) »(M’, V') une application de rang constant. Si f est
fortement projective, alors le feuilletage A~ est totalement géodésique.

LemMME 2. — Soit f: (M, V)= (M', V') une application de rang constant. Si f est
fortement projective, alors en tout point m de M, o, (X,,, X,,) est proportionnel a f,(X,,),
pour tout X, €T, M, i. e. il existe une fonction pp: Tu M — R telle que :

VXmETmM; Um{xma Xm)=2lvlm(xm) f*(Xm)
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LEMME 3. — Soit o:R"xR">R™ une application bilinéaire symétrique. Soit
@ : R"— R™ une application linéaire. On suppose que, pour tout XeR", o(X, X) est
proportionnel a @(X) [i. e. il existe une fonction p:R"—> R telle que VXeR"
o(X. X)=2u(X) @ (X)]. Alors il existe une forme linéaire ® : R" — R telle que :

VX, YER", o(X, Y)=a(X)o(Y)+o(Y)o(X).

Démonstration du lemme 2. — Supposons f fortement projective. Soit meM, X,, un
vecteur tangent & M en m. Si X,,=0, 6, (X, xm) =0.

Si X,,#0, considérons la géodésique v : ]—¢, €[ — M de conditions initiales y(0) =m et
v(0)=X,,. munie d’un paramétrage affine s.

1. Si X, eKer [,

f:7=0 et on(Xum Xu)=(Vias S Vm—Fx VajasY)m=0.
2. Si X, ¢Kerf,,

Om (Xoms Xom) =(ViasSs ¥)m est proportionnel & fi Xn.

Notons ZEm{Xm) le facteur de proportionnalité,

Posons : -
0 si XneKer f,.
M (X ) = { )

Hm(Xm) sl X Ker /.

Nous avons :

VX, eT, M, T (Ko X)) =2 P (X ) S (Xi0).
Démonstration du lemme 3. — Soit S un supplémentaire de Ker @. On pose S*=8\_{0}.
YVeS* o(U, V)=(n(U+V)—p(V)) (V). Posons V: Ker¢pxS* - R l'application
definie par V(U, V)=p(U+V)—p(V). ¥ est linéaire en U et indépendant de V. Ceci
permet d’introduire la forme linéaire v : Ker ¢ — R définie par v(U) =% (U, V), pour tout
Ve §*. Finalement nous avons :

YUeKero, ¥YVeS, o(U, V)=v(U) o (V).

En définissant une forme linéaire ®: R" - R par o (U+V)=v(U)+pn(V) pour tout U
dans Ker @, pour tout V dans S, nous obtenons :

VX, YeR" o(X, Y)=0X)o(Y)+o(Y) e (X).

5. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

5.1. La projection orthogonale p de la sphére S? = > privée des poles, sur son axe
Nord-Sud est projective mais n’est pas fortement projective. L'image d’une géodésique est
une géodésique par morceaux. Les feuilles de Ker p, sont les cercles horizontaux, et donc
ombilicaux dans S?, Un calcul montre d’ailleurs que la seconde forme fondamentale ne
peut pas se mettre sous la forme (* *).

5.2. La projection n: E*—{0} — S* définie par :
Xp X2 X3

ﬂ(xl,xg,xg:(T,T,T) avec r=./xt+x3i+x3

est fortement projective.
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Les feuilles de Ker m, sont les droites vectorielles privées de I'origine. Un calcul montre
que Ker o={0}. Le vecteur position m appartient a Kern,. Par suite Kern, ¢ Kero, ce
qui est en désaccord avec [3].

6. REMARQUE : LE CAS RIEMANNIEN. — Si les connexions V sur M et V' sur M’ sont des
connexions de Levi-Civita associées 4 des métriques g et g/, on peut montrer les résultats
suivants :

Si f:(M, g) = (M, g) est une application de rang constant fortement projective,
I'orthogonal du noyau .4 de f, est intégrable, et définit un feuilletage totalement ombilical.
De plus il existe une métrique g, sur M, riemannienne. telle que / soit totalement
géodeésique.

M. Couty a aidé les auteurs de ses conseils et suggestions.

{(*) Remise le 27 septembre 1982,
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